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图 论 是 研究 离散 对 条 二 元 关系 中 关系 结 枸 的 一 个 数学 分 支 , 它 与 
组 合 数学 、 拓 扑 学 、 代 数学 等 学 科 关 条 密切 , 其 应 用 十 分 广泛 ,已 经 活 
透 到 物理 学 、 化学、 电子 学 、 生 物 学 .运筹 学 、 经 济 学 .条 统 工程 以 及 计 
算 机 科学 等 诸多 学 科 领 域 . 

图 论 最 引人入胜 之 处 就 在 于 它 总 含 着 大 量 强 有 力 的 思想 、 漂 亮 的 
图 形 、 巧 妙 的 论证 和 简洁 的 表述 方式 .现实 生活 中 处 处 潜藏 着 图 论 问 
题 , 图 论 是 最 贴近 生活 、 最 容易 入 门 的 一 门 学 科 . 图 论 会 大 量 用 到 组 合 
数学 的 原理 和 方法 ,同时 , 图 论 的 某 些 结果 也 可 以 推广 到 组 合 数学 中 
去 , 因此 ,图 论 与 组 合 数 学 是 密 不 可 分 的 , 其 至 有 人 认为 图 论 是 组 合 数 
学 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 

作为 图 论 与 组 合 数 学 的 入 门 载 烤 ,本 书 打 统 地 介绍 了 图 论 最 基 
本 、 最 重要 的 内 容 和 原理 ,并 注重 融合 组 会 数学 的 基本 原理 .我 们 硕 户 
读者 不 名 能 系统 地 掌握 图 论 的 基本 内 容 和 方法 ,而 且 学 会 如 何 利 用 组 
会 数学 中 的 知识 来 解决 图 论 中 的 问题 , 把 图 论 与 组 合 数 学 有 机 地 结合 
起 来 ,从 而 提高 分 析 和 解决 实际 问题 的 能 力 . 由 于 这 是 一 本 组 会 图 论 
的 入 门 书 , 因此 , 我 们 没有 涉及 更 多 的 图 的 算法 . 

全 书 共 十 齐 , 媚 括 图 的 基本 概念 \ 树 .连通 性 、 匹 配 、 遍 爵 性 .Ram- 
Sey 数 、 着 色 ,平面 图 、 有 向 图 、 图 的 空间 与 矩阵 以 及 图 的 计数 等 图 论 的 
基本 内 容 和 理论 ,还 介绍 了 相 异 代表 系 、 鸟 果 原 理 、 容 斥 原 理 、 递 推 关 
系 、 生 成 函数 和 Palya 计数 定理 等 经 典 的 组 合 数 学 原理 .每 章 精 心 配置 
的 习题 是 对 内 容 的 丽 固 和 扩充 ,是 本 书 的 重要 组 成 部 分 .图 论题 目 往 
往 需要 运用 精 彤 的 技巧 才能 解决 ,但 并 非 深 不 可 测 , 多 做 习题 ,有 助 于 
理解 和 掌握 图 论 的 思想 和 方法 . 

十 多 年 来 我 一 直 在 国防 科技 大 学 讲 搜 研究生 课程 “图 论 与 组 合 数 


学 ”, 本 上 书 是 以 该 课程 的 讲义 为 基础 ,参考 了 大 量 国内 和 外 有 关 文 献 和 教 
材 修订 而 成 的 .编写 图 论 与 组 合 数 学 方面 的 教材 是 我 们 的 初次 尝试 ， 
如 何以 图 论 为 主线 ,把 组 合 数 学 的 基本 内 容 恰 当地 罕 插 其 中 ,是 我 们 
自始至终 追求 的 目标 , 本 书 是 否 符合 我 们 的 初 襄 , 仁者见仁, 智者 见 
知 , 有 待 于 读者 去 评价 ， 


谢 政 
2003 年 9 月 28 日 于 长 沙 
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第 一 章 ”图 的 基本 概念 


本 章 介绍 图 论 的 发 展 历史 和 特点 以 及 图 的 定义 ,重要 的 图 类 , 链 , 轿 与 连通 
分 支 等 基本 概念 . 


1.1 图 论 的 历史 和 特点 


图 论 是 一 个 比较 年 轻 的 数学 分 支 , 1736 年 是 图 论 的 历史 元 年 , 这 一 年 , Euler 
研究 并 解决 了 一 个 当时 著名 的 难题 一 nigsberg 七 桥 问 题 , 发 表 了 图 论 的 首 税 
论文 .Euler 是 图 论 的 创始 人 . 

18 世纪 ,属于 德国 东 普 前 士 的 Kinigsberg 市 被 Pregel 河 穿 城 而 这 ,河上 有 七 
座 轿 把 河 的 两 岸 与 河中 的 两 个 小 岛 连 接 起 来 ,如 图 1.1.1(a) .当时 Kbnigsberg 的 
市 民 热衷 于 这 样 一 个 有 超 的 游戏 :从 4,8、C、D 四 块 陆 她 的 某 一 块 出 发 ,通过 
每 座 桥 一 次 且 仅 仅 一 次 ,再 回 到 原 出 发 地 ,是 否 可 能 ? 很 多 人 不 断 地 探索 都 没 能 
成 功 ,于 是 , 便 去 请 教 瑞士 的 大 数学 家 Euler, Euler 否定 地 回答 了 这 个 问题 ,他 把 
四 块 陆地 抽象 成 四 个 几何 点 ,把 桥 抽象 成 连接 相应 点 的 线 , 得 到 图 1.1.1(b), 从 
而 使 问题 得 到 解 块 ,事实 上 ,Konigsberg 七 桥 问 题 就 相当 于 能 否 用 一 支 铅 笔 , 从 图 
1.1.1(b) 中 4 BC.D 四 个 点 中 的 某 一 个 点 出 发 , 描 过 图 中 的 每 条 线 一 次 且 仅 
仅 一 次 ,其 间 铅 笔 不 允许 离开 纸 面 ,再 返回 到 原 出 发 点 .由 于 图 中 任 一 个 点 都 与 
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奇数 条 线 相连 ,因此 ,对 于 任 -- 点 ,都 必然 是 先 “ 出 "后 “ 回 ”, 最 后 以 “出 "告终 , 才 
能 行 遍 与 该 点 相连 的 所 有 线 , 所 以 ,不 管 从 图 中 从 哪个 点 出 发 都 不 可 能 再 回 到 原 
来 的 出 发 地 . 

Konigsberg 七 桥 问 题 本 身 只 是 一 种 游戏 而 已 , 似乎 并 没有 多 大 意义 , 但 Euler 
给 出 的 它 的 抽象 意义 和 论证 方法 开创 了 图 论 科 学 研究 的 先河 ， 

19 世纪 , 人 们 在 不 同 的 领域 发 现 了 团 论 .1847 年 , Kirchhoff 为 了 解 一 类 线性 
方程 组 而 发 展 了 树 的 理论 .这 个 线性 方程 组 是 描述 一 全 电网 络 的 每 一 条 支 路 中 
电流 和 环绕 每 一 个 回路 的 电 访 的 ,Kirchhoff 虽然 是 一 个 物理 学 家 , 但 却 可 以 像 数 
学 家 那样 思考 问题 , 他 把 一 个 电网 络 和 其 中 的 电阻 .电容 ,电感 等 抽 银 化 了 ;: 像 
Euter 那 样 ,用 一 个 只 由 点 和 线 组 成 的 相应 的 组 合 结构 来 代替 原来 的 电网 络 , 而 并 
不 指明 每 条 线 所 代表 的 电气 元 件 的 种 类 . 这样 一 来 , Kirchhoff 实际 上 是 把 每 个 电 
网 络 用 它 的 基本 图 代替 .他 还 证 明 , 为 了 解 这 个 方程 组 , 只 要 考虑 一 个 图 的 任何 
一 个 支撑 树 所 决定 的 那些 基本 圈 就 足够 了 .他 的 这 个 方法 现在 已 成 为 一 个 标准 
的 方法 . 

1857 年 , Cayley 非常 自然 地 在 有 机 化 学 领域 里 发 现 了 一 族 重 要 的 图 一 一 树 . 
在 研究 给 定 碳 原 子 数 ”的 饱和 碳 氢 化 合 物 CH,,s 的 同 分 异 构 物 的 数目 的 过 程 
中 , 把 碳 原子 和 气 原子 都 抽象 成 点 , 把 化 学 键 抽象 成 相应 原子 间 的 线 ,于 是 问题 
转化 为 求 有 3n +2 个 点 的 树 的 数目 ,其 中 每 个 点 的 度 (与 该 点 相连 的 线 的 数目 ) . 
等 于 1 或 4,Cayley 没有 能 够 立即 成 功 地 解决 这 个 问题 ,所 以 他 改换 了 这 个 问题 ， 
逐步 计数 了 :有 根 树 , 树 , 每 个 点 的 度 至 多 等 于 4 的 树 , 并 最 终 解 决 了 每 个 顶点 的 
度 为 1 或 4 的 树 的 计数 问题 .后 来 , Jardan 从 一 个 纯 数学 的 角度 独立 地 发 更 了 笃 . 

1852 年 ,一 个 叫 Francis Guthrie 的 伦敦 学 生 提 出 了 四 色 问 题 :在 地 图 或 地 球 
仪 上 ,能 否 最 多 用 四 种 颜色 即 可 把 每 国之 版 图 架 好 , 使 得 国界 线 两 侧 异 色 ? 在 图 
论 中 , 也 许 在 整个 数学 中 , 最 出 名 的 没有 解决 的 问题 就 是 著名 的 四 色 问 题 . 这 个 
问题 是 如 此 之 简单 , 以 至 于 任何 一 个 数学 家 都 可 以 在 五 分 钟 之 内 将 这 个 非凡 的 
问题 向 马路 上 的 任何 一 个 普通 人 讲 清楚 . 可 另 一 方面 ,这 个 问题 又 是 如 此 之 复 
杂 , 以 至 于 时 至 今日 ,尚未 能 找到 完整 的 理论 性 ( 非 计算 机 的 ) 证 明 . 

20 世纪 , 随 着 现代 生产 和 科学 技术 的 发 展 , 图 论 经 历 了 一 场 爆炸 性 的 发 展 . 
1936 年 ,第 一 本 团 论 著作 诞生 了 , 这 就 是 著名 的 匈牙利 图 论 专 家 Kenig 所 车 的 
《有 限 图 和 无 限 图 理论 ), 它 总 结 了 图 论 两 百年 的 主要 成 果 , 是 图 论 发 展 史上 的 重 
要 里 程 碑 . 此 后 ,图 论 开始 迅速 发 展 , 并 最 终 从 组 合 数学 中 独立 出 来 , 成 长 为 数学 
科学 中 一 门 独立 的 学 科 . 它 的 主要 分 支 有 图 论 . 超 图 理论 . 极 值 图 论 、 筑 法 图 论 、 
网 络 图 论 和 随机 图 论 等 .科技 的 迅 锋 发展 向 图 论 提 出 了 越 来 越 多 的 需要 解决 的 
问题 ,使 图 论 在 科学 界 活跃 非常 .尤其 是 计算 机 科学 的 快速 发 展 , 为 图 论 及 其 算 
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法 的 实现 提供 了 强大 的 计算 与 证 明 的 手段 , 而 图 论 在 开关 理论 ,数据 结构 ,操作 
系统 ,形式 语言 .计算 机 网 络 . 编 译 程 序 . 人 工 智 能 等 方面 , 亦 有 显著 贡献 

今天 , 图 论 仍 迅速 向 前 发 展 ,图 论 研究 越 来 越 广泛 深入 ,大批 优秀 的 数学 家 
谱 心 研究 ,为 图 论 宝库 增添 了 一 个 又 一 个 精彩 成 果 , 时 至 今日 ,图 论 领 域 积累 了 
大 量 的 各 种 各 样 的 难题 ,如 Hamilton 图 问题 .Hamilton 图 是 指 项 点 分 布 在 同一 个 
熙 周 上 的 一 个 图 , 它 是 1895 年 Hamilton 玩 环 游 世界 的 游戏 于 提出 的 .图 论 中 这 
样 的 难题 很 多 , 至 今 Hamilton 图 的 非 平 凡 的 充 要 条 件 尚 未 建立 . 又 如 Ramsey 问 
题 , 直观 地 讲 , Ramsey 疝 题 就 是 ; 任 给 一 群 人 ,要么 该 人 群 中 有 个 人 互相 认识 ， 
要 么 有 /个 人 互相 不 认识 , 间 满 足 这 种 要 求 的 人 群 至 少 有 和 多少 人 ? 用 r(k,i) 表 
示 该 人 群 中 的 人 孝 , 易 知 r(3,3)=6, 即 任何 人 数 不 少 于 6 的 人 群 中 ,必然 要 么 有 
3 个 人 互相 认识 ,要 么 有 3 个 人 互相 不 认识 .但 至 今 我 们 也 不 知道 r-(4, 5) 的 确切 
值 是 多 少 , 目 前 已 知 的 xr(&,) 值 (k,! 守 3) 只 有 有 限 的 几 个 ， 

自从 Euler 于 1736 年 研究 Konigsberg 七 桥 问 题 以 来 ,图 论 经 历 了 200 多 年 由 
慢 到 快 的 发 展 历程 ,图 论 之 所 以 迅速 发 展 ,是 因为 现代 科学 技术 的 推进 作用 和 图 
论 自身 的 特点 ,图 论 把 所 研究 的 问题 转化 为 一 个 符合 美学 外 形 的 图 , 这 样 就 使 问 
题 变 得 直观 , 使 人 们 容易 理解 问题 并 对 问题 产生 兴趣 .同时 也 正 是 图 论 的 图 解 式 
由 示 方 法 ,为 科学 探索 提供 了 一 种 自然 的 而 又 非常 重要 的 语言 和 构架 .许多 图 论 
间 题 都 是 从 智力 难题 和 游戏 中 提炼 出 来 的 ,有 些 问 题 在 本 质 上 是 初等 的 ,但 其 中 
也 有 大 量 的 问题 可 以 难 倒 最 老练 的 数学 家 .图 论 问题 的 解决 需要 巧妙 的 方法 , 没 
有 可 循 的 程式 , 阿 题 外 表 的 简单 朴素 和 本 质 上 的 难以 解决 ,使 每 个 从 事 图 论 研 究 
的 人 在 图 论 问题 面前 都 必须 谨慎 、 严 肃 ,深入 地 思考 ,因而 学 习 图 论 可 以 锻炼 思 
维 ,借助 图 论 的 思维 方法 可 以 提高 解决 问题 的 能 力 . 

目前 ,图 论 领域 形成 了 两 个 不 同 的 研究 方向 :一 个 是 以 研究 图 的 性 质 为 主 ， 
我 们 称 之 为 抽象 图 论 ; 另 一 个 是 以 研究 图 的 算法 为 主 , 我 们 称 之 为 算法 图 论 , 也 
称 为 网 络 最 优化 ,本 书 中 , 我们 重点 介绍 抽象 图 论 , 对 算法 图 论 感 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 参考 文献 [21]. 


1.2 图 的 定义 


现实 生活 中 , 经 常会 遇 到 涉及 某 些 研究 对 象 之 间 具 有 某 种 特定 关系 的 问题 
比如 , 在 一 个 地 区 内 ,城市 之 间 有 没有 交通 线 ; 一 次 球 类 比赛 中 ,两 个 球 队 比赛 过 
或 没有 上 比赛 过 ; 一群 人 中 ,两 个 人 之 间 热 悉 或 不 部 悉 , 等 等 .这 类 关系 是 对 称 的 ， 
即 对 象 甲 对 对 象 乙 有 某 种 关系 , 也 意味 着 对 象 乙 对 对 象 甲 有 我 们 要 研究 的 关系 ， 
则 就 在 代表 对 象 甲 和 对 象 乙 的 两 个 小 圆圈 之 间 连 一 条 线 , 这样, 对象 之 同 的 关系 
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就 可 以 用 一 个 图 形 来 捕 述 .我 们 感 兴趣 的 是 对 象 之 间 是 否 具有 某 种 特定 关系 , 因 
此 ,小 圆圈 之 间 有 无 连 线 是 重要 的 ,而 小 贺 图 的 位 置 以 及 连 线 的 长 短 曲 站 则 无 关 
紧要 ,由 此 , 我们 就 得 到 了 图 的 概念 ,把 图 中 的 小 圆 因 叫 做 顶点 , 把 连 线 叫 做 边 . 

下 面 举 一 个 著名 的 例子 来 说 明 图 的 概念 . 

例 1.2.1(Hamilton 游戏 ) ”1859 年 ,英国 数学 家 Hamilton 蜂 士 发 明了 一 种 游 
戏 :把 一 个 木 制 的 十 二 面体 的 二 十 个 顶点 标记 上 二 十 个 城市 的 名 字 , 要求 从 一 个 
城市 出 发 ,经 过 每 个 城市 怡 好 一 次 ,再 回 到 原 出 发 城市 ， 

我 们 用 小 图 轿 代表 十 二 面体 的 各 个 顶点 , 用 连接 相应 小 圆圈 的 线 来 代表 十 
二 面体 的 各 个 楼 , 得 到 图 1.2.1. Hamilton 游戏 问题 就 相当 于 在 图 1,2,1 上 ,用 一 
支 铅笔 从 20 个 顶点 中 的 某 个 顶点 出 发 , 描 过 图 中 每 个 顶点 一 次 且 仪 一 次 , 其间 
铅笔 不 允许 离开 纸 , 而 且 必须 沼 边 前 进 再 返回 到 出 发 顶点 . 容易 知道 , 按 顶 点 标 
号 从 小 到 大 顺序 前 进 , 就 是 Hamilton 游戏 的 一 个 走 法 . 0 


图 1.2.1 Hamilton 游戏 

从 Hamilton 游戏 问题 以 及 上 一 节 介 绍 的 Konigsberg 七 桥 问 题 可 以 看 出 ,图 论 
中 所 说 的 图 是 描述 研究 对 象 之 间 关 系 的 一 种 手段 , 它 由 若干 个 顶点 和 若干 条 边 
组 成 , 下面 我 们 给 出 图 的 数学 定义 . 

图 (graph) G 是 指 一 个 有 序 三 元 组 (V(G), E(G), pe) 其 中 V(G) 冯 9， 
VO)NE(G)= 人 名.V(G) 中 的 元 素 称 为 图 G 的 顶点 (vertex), 而 VCG) 则 称 为 G 
的 顶点 集 (vertex set) ;ECLG) 称 为 G 的 边 集 (edge set), 其 中 的 元 素 称 为 G 的 边 
(edge); go 称 为 关联 函数 (incidence function), 它 是 使 G 中 的 每 条 边 对 应 于 G 的 
无 序 顶 点 对 的 函数 . 

车 eE€EE(G), 且 gi(e)= wv, 则 称 e 连接 (join)w 和 w, 或 称 。 与 4 及 w 关联 
(incident), 阶 u 和 ww 称 为 e 的 端点 (end), 也 称 为 4 与 v 是 相 邻 的 (adjacent). 我 们 
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把 G 中 所 有 与 顶点 v 相 邻 的 顶点 的 集合 称 为 的 邻 域 (neighbour), 记 为 Nc (vw) 
或 N(w). 

例 1.2,2 设 G=(V(G),E(G), ge), 其 中 VG)= {ww,vi wl;E(G)= 
fes, E27 E31 Et ee59 ec} 3 det er) = ViUa, Jel es) = VV, gel ey) = ViVy, peles) = 
vw oles) = vv pelee) = vw, 则 图 的 图 形 (diagram) 如 图 1,2,2 所 示 ， 

品 


1.2.2 G 的 图 形 


如 前 所 述 ,我 们 不 考 上 处 图 的 图 形 中 顶点 的 位 置 和 边 的 长 短 曲直 , 所 以 , 经常 
把 一 个 图 与 代表 它 的 图 形 等 同 起 来 , 即 把 代表 图 的 图 形 也 称 为 图 ,这 就 是 我 们 把 
前 面 那 种 有 序 三 元 组 称 为 图 的 原因 .应 当 说 明 的 是 ,图 论 中 所 研究 的 图 表现 的 只 
是 项 点 集合 上 的 二 元 关系 , 其 本 质 是 抽象 的 概念 , 并 不 是 几何 图 形 .工程 图 或 美 
术 图 夯 . 

为 了 书写 方便 , 以 后 我 们 通常 把 图 G = (V(tG), E(G), yc) 简 记 为 G = 
(V(G),E(G)), 此 时 E(G) 中 的 边 只 需要 用 它 的 两 个 端点 的 无 序 对 来 表示 .用 
这 种 表示 方法 , 例 1.2.2 中 的 图 GG 可 以 记 为 G=(V(G),E(G)), 其 中 V(G)= 
fo, UI U3 Ua | » E{G) 三 [viv , UIDs UL U2 UL U3 U3 U3 U2 Us | ,需要 指出 的 是 ,在 这 
种 记号 下 , E(G) 中 有 些 元 素 是 重复 的 .如 例 1.2.2 中 ,wv 在 E(G) 中 出 现 了 两 
次 . 

若 图 的 顶点 集 和 边 集 都 只 含有 限 个 元 素 , 则 称 之 为 有 限 图 (finite graph), 和 否 
则 称 之 为 无 限 图 (infinite graph) .我 们 只 讨论 有 限 图 . 

与 同一 个 顶点 关联 的 两 条 边 称 为 是 相 邻 的 (adjacent) ;两 个 端点 重合 的 边 称 
为 环 (loop) ,端点 不 重合 的 边 称 为 连 杆 (link); 连接 同一 对 顶点 的 两 条 边 称 为 重 
边 (multiple edge) ,例如 ,在 例 1,2,2 中 , 边 ei 与 边 e 是 相 邻 的 ;es 是 环 ,其 他 的 
边 都 是 连 杆 ; 边 e, 和 边 e; 是 重 边 .显然 ,“ 相 邻 " 是 指 顶 点 与 顶点 之 间 、 边 与 边 之 
间 的 关系 , 而“ 关联" 则 是 指 顶 点 与 边 之 间 的 关系 . 

车 一 个 图 既 没 有 环 也 没有 重 边 , 则 称 之 为 简单 图 (simple graph) . 例 1.2.2 中 
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的 图 G 不 是 简单 图 , 去掉 它 的 重 边 和 环 得 到 的 图 1.2.3 就 是 简单 图 了 . 


好 


Vv 
Vy 3 


图 1.2.3 简单 图 


图 G 的 顶点 数 、 边 数 分 别 用 vy(G),e(G) 表 示 , 即 有 v(G)= |V(G)|,e(G) 
=|E(G}| .vy(G) 又 称 为 图 G 的 阶 (order). 当 只 讨论 一 个 图 时 , 我们 常常 省 略 G， 
用 V,E,v,s 来 代 蔡 VG), E(G),v(G),e(G). 

G 中 顶点 v 的 度 (degree) 定 义 为 与 v 关联 的 边 的 数目 (与 v 关联 的 每 个 环 
算 作 两 条 边 ), 记 为 ds (vw). 在 例 1.2.2 中 ,di (mw) =4, ds (vw) =3, de (vs)=4, 
de(v4)=1. 

为 方便 计 , 我 们 把 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 点 (isolated vertex), 度 为 1 的 顶点 
称 为 悬挂 点 {pendant vertex), 晤 挂 点 关联 的 边 称 为 登 挂 边 (pendant edge), 度 为 偶 
数 的 顶点 称 为 偶 点 (even vertex), 度 为 奇数 的 点 称 为 奇 点 (odd vextex) ,用 3 人 tG) 和 
4(G) 分 别 表 示 图 G 中 顶点 度 的 最 小 值 和 最 大 值 ,分 别称 为 G 的 最 小 度 (mini- 
mum degree) 利 最 大 度 (maximum degree). 

因为 图 G 的 每 条 边关 联 两 个 顶点 , 所 以 在 计算 顶点 的 度 时 , 每 条 边 在 其 端 
点 各 计算 一 次 , 即 每 条 边 对 它 的 两 个 端点 度 的 贡献 各 为 1, 从 而 图 G 的 一 条 边 对 
于 图 G 的 各 个 顶点 的 度 的 总 和 贡献 为 2, 于 是 得 到 如 下 著名 的 握手 引 理 . 它 是 
Euler(1736) 给 出 的 . 

定理 1.2.1( 握 手 引 理 ) De) = 2e(G). 0 


显然 ,任何 图 中 所 有 顶点 的 度 的 和 必 为 偶数 . 

例 1.2.3 证 明 空间 中 不 可 能 存在 这 样 的 多 面体 ,它们 有 奇数 个 面 ,而 每 个 
面 上 又 都 有 奇数 条 楼 . 

证 明 ”以 多 面体 的 面 集 合 为 VCG), 并且 仪 当 两 个 面 有 共 公 楼 时 , 在 图 G 的 
相应 顶点 闻 连 一 条 边 , 得 到 图 G. 由 于 已 知 v(G) 为 奇数 , 而且 dolvw) 也 是 奇数 


(YvE€ V(G)), 因 此 pp» ace) 必 是 奇数 ,此 与 定理 1.2.1 了 矛盾 , 故 这 样 的 效 面 


体 不 存在 . 0 
推论 1.2.2 ”任何 图 中 奇 点 的 个 数 为 侦 数 . 
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证 明 设 Vi 和 VW 分别 为 图 G 的 奇 点 集 和 偶 点 集 , 由 定理 1.2.1 知 
Zo der) + 2 dc(v) = 2e(G), 其 中 2 deol) 是 侦 煞 ,所 以 2 ol?) 亦 是 偶 


数 ,而 do(v) 是 奇数 (Yu E WV), 故 1 V1 是 偶数 . 0 

现在 引进 图 论 中 一 个 重要 的 概念 图 的 同 构 .如 果 能 够 在 图 G 和 图 G， 
的 顶点 集 ViG,) 和 WV(G,) 之 闻 建 立 一 一 对 应 关系 ,使 得 连接 G 中 任何 一 对 枯 
点 的 边 数 等 于 连接 G 中 与 之 对 应 的 一 对 顶点 的 边 数 , 则 称 G, 和 G, 是 同 构 移 
(isomorphic), 记 作 G, 兰 Gz .显然 , 同 构 的 图 必 有 相同 的 顶点 数 和 边 数 .图 1.2.4 
中 G 和 加: 是 同 梅 的 .事实 上 , 只 要 念 wirezygazeetoy tt U1eUy Te 工 ，U34t2 
即 可 . 


行 Hy Hy 
下 


| 图 1.2.4 图 的 同 构 

恕 困 两 个 图 有 相同 的 图 形 , 则 这 两 个 图 同 构 .两 个 同 构 的 图 本 质 上 是 相同 
的 ,只 是 顶点 和 边 的 标记 不 同 而 已 , 顶点 已 确定 标号 的 图 称 为 标号 图 (labelied 
graph). 

因为 我 们 感 兴趣 的 是 图 的 结构 性 质 , 所 以 在 面 一 个 疼 的 图 形 时 ,有 时 省 略 顶 
点 和 和 边 的 标号 .一 个 无 标号 的 图 可 以 认为 是 同 构图 的 一 个 代表 .给 一 个 图 的 顶点 
和 边 以 标号 是 为 了 便于 称呼 它们 . 


1.3 ”重要 的 图 类 


图 论 中 的 图 千姿百态 , 多 种 多 样 ,许多 图 之 间 具 有 密切 的 联系 , 如 图 1.3.1 
中 的 四 个 图 , Go, G1, G; 都 可 以 看 成 是 图 G 的 一 部 分 ,因为 它们 的 顶点 集 和 边 集 
都 分 别 是 图 G 的 顶点 集 和 边 集 的 于 和 集 . 

设 吉 和 G 为 两 个 图 , 若 它 们 满足 VEOH) 守 V(G), 且 EC(H) EE(G), 则 称 玉 
为 G 的 子 图 (subgraph), 记 作 五 生 G. 图 1,3.1 中 ,Go,G;,G; 都 是 G 的 子 图 .车 
WH) = V(G), 且 ECH) = E(G), 则 称 态 与 G 相等 , 记 作 玉 = G. 若 和 HCG, 且 
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五 夭 @G, 则 称 互 是 G 的 真子 图 (proper subgraph), 记 作 HCG. 若 ViH) = V(G)， 
且 E(FH) 己 E(G), 则 称 坊 是 G 的 支撑 子 图 (spanning subgraph) .图 1.3.1 中 , Gn， 
G, 是 G 的 支撑 子 图 ,而 G, 不 是 . 


Go G&G, G, [a 


图 1.3.1 图 与 子 图 


从 图 G 中 删 去 所 有 的 环 ,并 且 对 连接 任何 一 对 顶点 的 重 边 , 除 保留 一 条 外 ， 
去 掉 恒 边 中 余下 的 一 切 边 , 这样 得 到 G 的 一 个 简单 支撑 子 图 玉 , 称 为 G 的 基础 简 
单 图 (underlying simple graph) ,图 1.2.3 和 就 是 图 1.2.2 的 基础 简单 图 ， 


x 阶 简单 图 最 多 有 | “| 条 边 , 我 们 称 每 对 顶点 都 相 邻 的 简单 图 为 完全 图 


(complete graph), n 阶 完 全 图 记 作 天 . 空 图 (empty graph) 是 指 边 集 为 空 集 的 图 ， 
显然 , 空 图 的 每 个 顶点 都 是 孤立 点 . 若 图 中 只 有 一 个 顶点 , 则 称 之 为 平凡 图 
{trivial graph), 不 是 平 几 图 的 一 切 其 他 图 均 称 为 非 平凡 图 (notrivial graph). 

除了 完全 图 、 空 图 外 ,还 有 两 类 重要 前 图 一 一 正则 图 和 二 部 图 . 

正则 图 (regular graph) 是 指 每 个 顶点 的 度 都 相等 的 图 ,每 个 顶点 的 度 都 等 于 
r 的 正则 图 称 为 7 正则 图 . 空 图 是 0 正则 图 , 完全 图 K, 是 n - 1 正则 图 . 

二 部 图 (bipartite graph) 是 指 其 顶点 集 可 以 划分 成 两 个 子 集 多 和 YY, 使 得 每 
条 边 的 一 端点 在 贸 中 , 另 一 端点 在 Y 中 ,二 部 图 GG 记 作 G = (X,Y,E). 若 多 中 
每 个 顶点 与 Y 中 每 个 硕 点 之 间 怡 有 一 条 边 , 且 多 了 关 B,Y 了 去 光 , 则 称 二 部 图 G = 
(XX, Y, 玉 ) 为 完全 二 部 图 (complete bipartite graph). 若 iX1= mm, | Y1= 7, 则 记 
这 样 的 完全 二 部 图 为 及, .图 1.3.2 中 的 两 个 图 都 是 二 部 图 , 其 中 立方 体 也 是 3 


正 由 图. 


Ky 立方 体 


图 1.3.2 ”二 部 图 
设 V ”是 VC(G) 的 非 空 于 集 ， 以 V 为 顶点 和 集 ， 以 E” = 
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{uv EE(G)1u,v € V “为 边 集 的 G 的 子 图 称 为 G 的 由 V“ 导出 的 子 图 , 记 作 
G[Y  ] ,简称 为 G 的 导出 子 图 (induced subgraph). 

设 王 是 E(G) 的 非 空 子 集 , 顶点 集 为 V” = 1v1v 是 E’ 中 某 条 边 的 端点 |， 
边 集 为 五 的 G 的 子 图 称 为 上 G 的 由 E” 导出 的 子 图 , 记 作 G[E’], 简 称 为 G 的 边 导 
出 于 图 (edge-induced graph)， 

图 1.3,3 画 出 了 图 G 的 两 种 不 同类 型 的 子 图 ， 


Vv 


2 
"oo——0 3 


G GS[fv .v0 G [{eye, ,eye 


图 1.3.3 ”图 的 导出 子 图 和 边 导出 子 图 

设 下 是 E(G) 的 非 空子 集 ,G -下 表示 从 G 中 删 去 FF 中 一 切 边 后 得 到 的 图 . 
车 下 = |el, 则 GG 一 1el 简 记 作 G 一 e.G 一 下 只 出 去 F 中 的 边 ,并 不 删 去 任何 顶 
点 ,因此 ,G - 关 必 为 如 的 支撑 子 图 . 

设 $S 是 VG) 的 非 空 真子 集 , 则 G - S 表示 从 如 中 删 去 S 的 所 有 顶点 及 其 与 
S 中 顶点 关联 的 一 切 边 后 得 到 的 图 .同样 ,G - {v1 简 记 为 G - >, 显然 ,G- 3 = 
G[LVAS]. 

对 于 图 1.3,3 中 图 G, 设 F = jes,es,esses1l,S= |moo1 则 G-F,G-S 
分 别 如 图 1.3.4(a), (b) 所 示 . 

与 从 图 中 心中 删 去 边 集 相 对 应 的 是 添加 边 集 . 若 在 图 G 中 添加 一 条 以 GG 的 
顶点 x 和 ww 为 端点 的 边 e, 则 得 到 的 图 记 作 G + e. 类 似 地 可 以 定义 G +E'， 

设 图 Cl 一 (Wi, E,), Cs 三 ( 访 ;E2). 若 久 NN 六 = 乡 , 则 称 G 和 G， 是 不 交 
的 (disjoint) ; 若 EE; 门 E, = 多 , 则 称 G, 和 G; 是 边 不 交 的 (edge-disjoint) .Gl 和 G， 
的 并 图 (union) 是 指 图 (V UY,EU 五 :), 记 作 避 ， U Gz, 若 GG 和 6G， 是 不 交 的 ， 
出 把 @G，U G; 记 作 G + Gz; 车 GG 与 Gi 莱 少 有 一 个 公共 项 点 , 则 定义 6) 站 6G， 
= (Vi 访 , Ei 人 门 E.), 称 为 G, 与 G 的 交 图 (intersection) ， 

1,3.5 给 出 了 图 的 并 运算 与 交 运 算 ， 
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{2) (b) 


图 1.3.4 从 图 G 中 删 去 边 集 中 和 顶点 集 5 


图 1.3.5 图 的 并 与 交 


1.4 ” 链 、 圈 与 连通 分 文 


任何 一 个 图 的 最 基本 的 性 质 之 一 是 它 是 否 连通 , 这 一 节 , 我 们 要 并 明 连 通 图 
与 非 连 通 图 的 基本 结构 ， 

图 G 的 一 条 途径 (walk) 是 指 一 个 有 限 的 非 空 序列 W = weiutezuw euw，, 这 
里 vw E VGNH0 所 i 上 ,0 = wy EE(G)(1 所 ;所 上 ,vo 称 为 WW 的 起 点 
(origin),w 称 为 多 的 终点 (termninus),v … ,wil 称 为 W 的 内 部 点 (internal 
vertex), 并 把 WW 称 为 G 的 (vw, ww) 途径, 称 为 W 的 长 (length) .有 时 把 途 征 W 简 
记 为 WW = mm … 相 .值得 注意 的 是 ,由 于 以 ww 和 z 为 端点 的 边 可 能 不 止 一 条 ， 
因此 wwv…w 可 能 同时 表示 若干 条 不 同 的 途径 .但 是 ,简单 图 中 的 wow.…w 途径 
是 惟一 确定 的 ， 
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如 困 W = Voe1Di Et 和 W = we 人 em 是 图 G 中 的 两 条 途径 , 则 人 咏 
的 逆转 (inversion)W = wei…vervo;W 与 W 的 入 接 {concatenation)jWW = 
Vne1vi""ermerri em; 途径 WW 的 节 (section) 是 W 中 由 相继 项 构成 的 子 序列 
Vemva ev 它 也 是 G 的 一 条 途径 , 称 为 研 的 (wo 节 . 

奶 果 途径 丈 的 边 互 不 相同 , 则 称 到 为 迹 {trail); 若 途经 多 的 顶点 互 不 相同 ， 
则 称 丈 为 链 (chain), 特别 地 ,我 们 把 一 个 顶点 也 称 为 一 条 链 . 显然 , 链 必 定 是 迹 ， 
而 迹 却 不 一 定 是 链 ， 

如 果 途 径 的 长 至 少 为 1, 且 起 点 和 终点 相同 , 旭 称 之 为 闭 途 径 {closed walk)， 
类 似 地 , 可 以 定义 闭 迹 (closed trail). 起 点 ,内 部 点 互 不 相同 的 闭 迹 称 为 图 
(cycle), 长 为 的 圈 称 为 圈 , 按 & 的 奇偶 性 , 相应 地 称 上 圈 为 奇 图 和 侦 圈 ,1 图 
就 是 环 ,3 圈 又 称 为 三 角形 (triangle) 

图 G 中 的 链 和 图 可 以 着 成 是 G 的 子 图 . 

图 1.4.1 给 出 了 途径 、 迹 、 链 、 闭 迹 、 圈 的 例子 . 其 中 途径 ;velvlesve 
D32501E2U2E6U04 迹 ; voe1v1Eesv3E30264036104, 刍 ! metoleiozelud 辣 迹 : 


DIESUIEIUI EA UI EL UA EE UT EI Us ULESUIEL Us C6 U2 EIUL. 


La 


图 1.4.1 图 G 及 其 上 的 途径 , 迹 , 链 , 闭 迹 和 轿 
如 果 图 G 中 存在 (u,vw) 链 , 则 称 顶 点 u 和 w 在 图 G 中 是 连通 的 {connected). 
“连通 ”是 顶点 集 V(G) 上 的 一 个 关系 , 它 满足 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 , 所 以 , 是 
一 个 等 价 关系 .于 是 存在 V(G) 的 非 空 划分 (Vi,V，…, V.), 使 得 两 个 顶点 w 和 ~ 
连通 , 当 且 仅 当 w 和 vw 属 于 同一 个 子 集 太 ,导出 子 图 G[V],G[ 友 ],…,G[V] 称 
为 G 的 连通 分 支 (connected component). 如果 G 怡 好 有 一 个 连通 分 支 , 则 称 G 是 
连通 图 (connected graph); 否则 , 称 G 是 韭 连通 图 {disconnected graph). 我 们 用 
w( 避 ) 表示 G 的 连通 分 支 数 . 易 知 , G 是 连通 图 , 当 且 仅 当 G 中 任何 两 个 顶点 之 
和 间 都 有 链 连 接 . 图 1.4,2 中 给 出 了 连通 图 和 非 连通 图 的 例子 . 
显然 ,图 G 的 任何 两 个 连通 分 支 都 是 不 交 的 , 且 非 连通 图 可 以 表示 为 它 的 
各 个 连通 分 支 的 并 . 
若 顶 点 4 和 w 在 图 G 中 连通 , 则 G 中 所 有 (u,vw) 链 中 长 度 最 短 者 称 为 G 的 
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连通 图 非 连通 图 
图 1.4.2 ”图 的 连通 性 
最 短 (nu,v) 链 (the shortest chain), 最 短 (u,v) 链 的 长 记 为 di(wu,v) ,车 项 点 w 和 
v 在 G 中 不 连通 , 则 令 ds (u,v) = %, 我 们 称 ds(w,v) 为 项 点 u,v 之 间 的 距离 
(distance) .在 不 致 混 清 的 铺 况 下 , dc (4,v) 简 记 为 d(w,v). 
可 以 用 图 来 刻画 二 部 图 ,这 就 是 直面 的 定理 . 
定理 1.4.1 图 G 是 二 部 图 , 当 且 仅 当 G 中 不 含 奇 图 . 
证 明 
(之 ) 设 G = (X,Y,EE) 是 二 部 图 ,C = mw…wm 是 G 中 的 一 个 图 ,其 长 度 
为 下 +1T. 不 妨 设 m EX 于 是 轨 EY, vi EX ,一般 地 ,有 mi EX,vn EY. 
由 于 mw € 和 上 且 wwm € E(G), 因 此 ,有 kk = 2i +1, 从 而 C 为 偶 圈 ， 
(二 ) 不 妨 设 G 连通 ( 若 G 不 连通 , 则 任 取 一 个 连通 分 支 证 明之 ) .假设 6 中 
不 合 奇 较 , 在 G 中 取 定 一 个 顶点 u, 令 
X = fx 1 d(u,x) 为 侦 数 |， Y = ty | d(w,y) 为 冶 数 }. 
显然 , VCG) = XUY, 和 门 Y= ,uw EX,Y 是 VG) 的 一 个 划分 .为 了 
证 明 G 蚌 二 部 图 , 只 须 证 明天 中 (Y 中 ) 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 , 没 v 和 w 是 XX 中 


最 后 一 个 公共 顶点 是 由 ,因为 P 和 都 是 最 短 链 , 所 以 P 的 (wu,u1) 节 和 OQ 的 
(wu, ui) 节 都 是 最 短 (un, ui ) 链 , 从 而 长 度 相 等 (P,Q 链 如 图 1.4,3 所 示 ). 又 因 卫 
和 名 的 长 都 是 偶数 , 故 卫 的 (wi1,v) 节 Pi 和 QQ 的 (wu,w) 节 Q, 的 长 度 有 相同 的 
奇偶 性 ,于 是 , (vw,w) 链 P71Q, 的 长 是 偶数 .因此 ,车 与 w 相 邻 , 则 P7' Qiww 就 
是 G 中 一 个 青 图 ,这 与 假设 政 盾 , 即 知 义 中 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 . 同 理 可 证 
中 的 任何 两 个 顶点 也 不 相 邻 . 0 

要 指出 的 是 , 本 定理 证 明 的 关键 是 利用 了 “最 短 链 ” 和 “最 后 一 个 公共 项 
点 ”, 也 就 是 利用 了 “ 极 小 ”和 " 极 大 ". 这 种 方法 称 为 “ 极 小 性 原则 ”或 “ 极 大 性 原 
则 ", 它 是 图 论证 明 中 一 个 常用 的 方法 . 

例 1.4.1 设 G 是 连通 图 , 且 G 中 至 少 有 一 对 顶点 不 相 邻 .证 明 存 在 ev me 
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图 1.4.3 链 P 与 Q 的 关系 
和 V(G), 使 wwe € E(G), 人 8 ww & E(G). 
证 明 ” 设 r,y EV(G), 且 wy 世 E(G). 因 G 连 通 , 故 G 中 存在 最 短 (x,y) 
链 卫 = xzvuiv… 外 ,由 了 的 最 短 广 可 知 xv 告 E(G), 于 是 命 u = zu = Wi,w = 
vay 网 有 ww E€ EC(G), ww €E E(G), 介 ww & E(G), 0 
例 1.4.1 中 给 出 的 结论 在 以 后 的 证 明 中 会 用 到 ,这 是 一 个 很 有 用 的 结论. 


1. 题 图 1.1 中 画 出 的 是 乙烯 和 蔡 分 子 式 ,C 和 HH 分别 代 表 碳 原子 和 外 原 子 ， 
把 分 子 式 的 结构 图 看 成 图 , 如 果 一 个 图 代表 碳 握 化合物 的 分 子 式 , 问 它 应 当 具 备 
哪些 条 件 ? 


| 

H H C 

、 1 AN 
C 一 C、 Hg CH 
H H HC CH 

AAA 

6 

H 


题 图 1.1 
2. 设 图 G = (V, ED,V= {wv vols E = {vv VV, V2V4s Va Vs V3 Ua; 


vivs|. 
(1) 画 出 G 的 图 形 ; 
(2) 求 G 中 各 顶点 的 度数 , 并 由 此 验证 握手 定理 ; 
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(3) 求 出 G 中 奇数 度 顶 点 的 个 数 , 并 了 验证 它 满足 推论 1.2,2; 

(4) G 是 简单 图 吗 ? 

3. 设 mu 是 图 G 的 顶点 , 则 序列 (dfv0) ,dw),…,d(w)) 称 为 G 
的 度 序 列 .证明 非 负 整 数 序 列 (d, d;,…, dd,) 是 某 个 图 的 度 序 列 的 充 要 条 件 为 


Ya 是 偶数 ， 
4. 画 两 个 5 阶 图 ,使 其 顶点 的 度 序列 分 别 为 (2,2,2,2,2) 和 (3,3,4,5,5). 
5. 证 明 对 任何 图 均 有 6 入 至 << A. 


6. 已 知 图 G 中 有 10 条 边 ,2 个 顶点 的 度 为 2,2 个 项 点 的 度 为 3,1 个 顶点 的 度 
为 4, 其余 项 点 都 是 县 挂 点 , 间 G 中 有 多 少 个 车 挂 点 ? 

7. 若 台中 有 12 条 边 , 且 G 中 有 6 个 顶点 的 度 为 3, 其 余 顶 点 的 度 均 小 于 3， 
问 图 G 中 董 少 有 玫 个 项 点? 


8. 设 G 是 简单 图 ,证 明 :e(G) < | "G) ] , 且 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 G 为 完全 
图 

9. 证 明 : 

(le(K,,) = mns 


(2) 如 果 G 是 简单 二 部 图 , 则 。 < 手 ， 


10. 证 明 ; 若 G = (X,Y,E) 是 正则 二 部 图 (# > 0), 则 1 XX1=1 YY1. 

11. 证 明 题 图 1.2 的 (a) 图 和 (b) 图 同 构 , (c) 图 和 (d) 图 不 同 构 , 问 (e) 图 和 
(f) 图 是 否 同 构 ?( 注 :其 中 (a) 图 便 是 著名 的 Petersen 图 ) 

12. 证 明 : 

(1) 若 图 G 中 有 (x, wv) 途径 , 则 G 中 必 有 (u,v) 链 ; 

(2) 如 果 e 是 图 G 的 某 闭 迹 中 的 边 , 则 e 必 是 图 如 的 某 图 中 的 边 ， 

13. 简单 图 中 最 长 圈 的 长 度 称 为 图 的 周 长 , 最 短 圈 的 长 度 称 为 图 长 . 求 
Petersen 图 ( 题 图 1.2(a)) 的 周 长 和 国 长 ， 

14. 证 明 : 

(1) 若 图 G 是 围 长 为 4 的 二 正则 图 , 则 y(G) 之 2; 

(2) 若 图 G 是 围 长 5 的 上 正则 图 , 则 w(G) 六 外 + 工 

15. 画 出 顶点 数 不 超 过 8 的 全 部 互 不 同 构 的 简单 3 正则 图 ， 

16. 设 G = (V,E) 是 一 个 n 阶 连通 图 , 且 | EE1= mx, 证 明 . 

(lm 之 n-1l; 
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全 他 ) (9) 


(0) 全 (DD 


题 图 1.2 
(2) m > 4 一 1, 则 G 中 至 少 有 一 个 图 ，; 
{3) 车 mmx = x 一 1, 出 G 中 至 少 有 一 个 项 点 的 度 为 奇数 . 
17, 证 明 : 
《1) 如 果 图 G 是 简单 图 ,上 且 3 之 上 , 则 G 中 必 有 长 为 的 链 ; 
(2) 若 G 中 不 会 圈 , 则 G 中 必 有 一 个 顶点 的 度 小 于 2. 
18, 如 果 人 简单 图 G 不 连通 , 则 8(G) 委 Lw(G)2J- 1 本 书 中 用 Lzj] 表示 不 超 
过 工 的 最 大 整数 ,用 [x] 表示 不 小 于 z 的 最 小 整数 )， 
19, 设 v(G) = n,e(G) = n+1, 则 存在 项 点 wv E€ V(tG), 使 得 d(v) 之 3. 
20, 证 明 连 通 图 中 任何 两 条 最 长 链 必 有 公共 顶点 . 
21. 设 图 G 的 阶 至 少 为 3, 证 朋 : 
(1) 对 G 中 的 任意 三 个 顶点 ,wv,w 都 有 不 等 式 
dlu,w) Sd{(u,v) + d(v,w); 
(2) 如 果 d(w,rw) 实 2, 则 一 定 有 顶点 wv 满足 
dlu,w) = d{(u,v) + d(v,w). 
22, 设 简 单 连通 图 G 满足 6 = 之 1, 证 明 G 中 有 链 P = ziz… 心 ,使 得 
全 -jz | 连通 . 


树 既 是 图 论 中 最 箱 单 .最 重要 的 一 类 图 , 也 是 应 用 最 广泛 的 一 类 图 . 从 许多 
实际 问题 中 导出 的 图 都 是 树 , 例如 , 同一 祖先 繁衍 的 后 代 按 父 系 血 缘 关 系 画 出 的 
谱系 图 就 是 树 , 称 之 为 家 族 树 . 一 类 特殊 的 树 一 一 二叉树 是 计算 机 数据 结 
构 中 的 重要 内 容 之 一 , 树 , 特 别 蚌 支撑 鱼 ,可 以 说 是 图 的 骨骼 . 树 的 重要 性 不 仅 在 
十 它 与 实际 问题 有 联系 , 还 在 于 它 是 最 简单 的 图 . 当 我 们 无 法 证 明 某 一 猜测 时 ， 
我 们 总 是 用 树 来 作 一 下 验证 ,看 看 该 猜测 对 于 树 是 否 成 立 ,或 者 是 对 于 树 这 类 特 
殊 的 图 , 先 找 一 个 证 法 .因此 , 弄 清楚 树 的 性 质 对 进一步 研究 一 般 的 图 具有 重要 

本 章 我 人 将 介绍 树 的 性 质 、 树 中 的 项 点 和 边 的 特点 以 及 支撑 树 的 计数 问题 ， 
最 后 介绍 两 类 应 用 广泛 的 树 . 


2.1 树 和 森林 


不 含 圈 的 疼 称 为 无 圈 图 (acyclic graph), 连通 的 无 图 图 就 称 为 树 {tree). 
疼 2,1.1 给 出 了 所 有 互 不 同 构 的 6 阶 树 ,它们 的 外 形 都 很 像 一 棵 树 .因此 图 论 中 
树 的 概念 也 正 是 从 这 类 图 的 形象 而 得 名 的 . 


{YTAX 


图 2.1.1 所 有 6 阶 树 


因为 无 圈 图 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 , 所 以 我 们 又 称 无 圈 图 为 森林 (forest). 
显然 , 树 和 森林 都 基 简 单 图 ,也 都 是 二 部 图 . 
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为 了 充分 认识 树 的 特征 , 下面 我 们 给 出 树 的 等 价 命题 . 

定理 2.1.1 设 工 是 ， 阶 图 ,下 列 命 题 等 价 . 

(1) 二 是 树 ; 

(2) 工 基 无 环 图 , 且 工 的 和 任何 两 个 顶点 向 有 惟一 一 条 链 ; 

(3) 工 是 无 圈 图 ,和 且 有 vy - 1 条 边 ; 

(4) 工 是 连通 图 ,月 有 vy - 1 条 边 ; 

(5) 人 是 连通 图 ,但 YeEE(T),T- ee 是非 连 通 图 ; 

(6) 工 是 无 圈 图 ,但 添加 任何 一 条 后 得 到 的 图 中 将 含有 惟一 的 图 ， 

证 明 

(1) 之 (2) 设 芽 是 树 , 显 然 工 中 无 环 .假设 本 中 存在 两 条 不 同 的 (vw, vw) 链 记 ， 
和 P,, 则 有 边 e = zxy € E(P1)\E(P,)( 如 图 2.1.2). 设 FP, 上 的 (wv,z) 节 与 Pa 
的 最 后 一 个 公共 顶点 为 u, Pi 上 的 (y, vw) 节 与 P, 的 第 一 个 公共 顶点 为 w, 则 已 
的 (w,w) 节 间 ,与 P: 的 (zw) 节 QQ 无 公共 内 部 点 ,从 而 QQ;! 是 工 是 的 一 个 
轩 , 矛盾， 


图 2.1.2 链 PP 与 P, 的 美 系 
(2) 志 (3) 设 TIT 满足 (2), 则 工 是 无 圈 图 ,下 面 对 丁 的 阶 数 y 用 归纳 法 证 明 芽 的 
边 数 为 y -1. 当 vy = 1 时 ,是 空 图 ,结论 成 立 .假设 vy < 大 时 ,结论 成 立 . 现 设 ， 
= 上 之 2,viww EE(T), 则 工 - Wo 中 不 售 (w ww) 链 , 从 而 工 一 viv 是 非 连 通 
图 , 且 芽 -vwiwvw, 怡 好 有 两 个 连通 分 支 T, 和 TT. 因 为 全 是 无 圈 图 ,所 以 个 和 T 工 也 
都 是 无 圈 图 , 从 而 Ti 和 了 全 都 是 树 . 由 前 面 知 Ti 和 工 , 都 满足 (2), 且 它们 的 阶 数 
均 小 于 有 ,因此 ,由 归纳 假设 有 e(T) = v(T) -1 (i = 1,2), 于 是 有 
sftT) = e(TI) + el(Ts) +1= vy(T)+v(T) -1 = vy(T)-1, 
(3) 过 (4) 设 个 满足 (3), 只 需 证 明 开 连通 ,假设 工 的 连通 分 支 为 有 ,pw 全 
之 2, 易 见 工 为 树 (i = 1,…,&), 由 于 已 知 e(T) = v(T)-1 (i=1,.…,k), 
因此 ,有 
stT) = ye(T) = DufT) -R= vT) -hk < vy(T)-1, 


iml i=) 


此 与 e(T) = v(T) -1 相 了 矛盾 . 
(4) 二 (5) 设 工 满足 (4), 只 须 证 明 ; Ye € E(T), TT-g 是 非 连 通 图 .假若 个 
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一 。 连通 , 当 个 -。 不 合 圈 时 ,TT 一 。 是 树 ,此 时 se(T-e) = v(T-e)-1; 当 人 T 
一 e 售 圈 时 ,e {TT 一 el) > v(T~- ey) -1 因此 总 有 

e{T) = etT—-e)}+l>y(T-e) = v(T), 
此 与 s(T) = v(T) -1 相 矛 拓 ， 

(5)=(6) 设 工 满足 (5), 则 了 是 无 圈 图 ( 若 宁 中 含有 了 圈 , 则 去 掉 圈 上 任何 一 条 
边 仍 连通 ), 从 而 了 是 树 . 假 若 添加 新 边 e = zy, T+ 必 不 含 圈 , 则 人 + zy 是 树 ， 
于 是 e{T+ xy) = vy(T+29)-1 = v(T) -1, 故 

EfT) = e(T+ xy) -1= y(T) -2, 
此 与 工 是 树 矛 盾 , 所 以 工 + e 中 含 圈 . 因 厂 中 不 合 圈 , 故 本 + e 中 任何 圈 C 都 必 
含有 边 e, 则 C- e 是 工 中 的 (zy) 链 .又 由 (2) 知 工 中 只 有 一 条 (z,?y) 链 ,因此 
C 惟一 . 

《6)=>(1) 设 了 满足 (6), 只 须 证 明了 连通 .假若 工 是 非 连通 图 , 任 取 了 的 两 个 
连通 分 支 TT 和 T, 设 Ui 所 VOT),i 三 1,2, 则 T+ VI U2 不 合 轩 ,此 与 (6) 艺 盾 . 

口 

定理 2.1.1 中 的 (2) ~ (6) 都 与 树 的 定义 等 价 ,因此 ,它们 都 可 以 作为 树 的 定 
义 ， 

我 们 把 删 去 任何 一 条 边 后 不 再 连通 的 连通 图 称 为 极 小 连通 图 (minimal 
connected graph), 把 添加 任何 一 条 边 后 就 含有 闫 的 无 圈 图 称 为 极 大 无 转 图 
(maximal acyclic graph) .根据 定理 2.1.1, 树 等 价 于 极 小 连 道 图 ,也 等 价 于 和 极 大 无 
圈 图 ， 

推论 2.1,2 ”车 树 TT 的 阶 数 y 实 2, 则 工 至 少 有 两 个 虞 挂 点 . 

证 明 ”因为 v 守 2, 所 以 YuvE VT),dlv) 之 1, 由 定理 1.2.1 和 定理 2.1.1 
有 

,2% ad(v) = 2e(T) = 2(y(T) -1) = 2y ~2, 
由 上 式 知 全 至 少 有 两 个 最 挂 点 , 否则 
25 一 2 = 2 d{v) 守 1+2(v -1)=2y-1, 


EVIT) 


得 到 矛盾 . 0 

推论 2.1.3 设 G 有 >* 个 顶点 ,e 条 边 ,w 个 连通 分 支 , 则 G 是 森林 , 当 且 仅 
当 二 HW， 

证 明 

(一 )G 的 每 个 连通 分 支 G(i = 1,…, w) 都 是 树 , 因此 由 定理 2.1.,1 有 e(G,) 
= vy(G) -1 = 1,…,w; 内 而 
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E 一 elG) = PG) -oo- yw. 
(<=) 假若 C 不 是 森林 ， 则 GG 含有 加 从 而 至 少 存 在 G 的 一 个 连通 分 支 含 有 
圈 , 于 是 根据 定理 2.1.1 中 (4) 志 (5) 的 证 明 , 对 于 G 中 任何 含有 图 的 连通 分 支 
G, 都 有 etG) > v(G) -1; 对 于 G 中 任何 不 含 辕 的 连通 分 支 G ,都 有 e(G) = 
以 他) -- 1, 因此 


£ 一 EG) > SG) -DD = vw 0 

利用 树 的 性 质 , 可 以 证 明 许 多 有 趣 的 结论 . 

例 2.1.1(Bondy,1972) 设 A1,As,…,A 是 X= 11,2,…, ni 的 个 不 同 子 
集 , 则 必 存 在 z € X, 使 得 Al U Hz AU fizj AU fizl 互 不 相同 ， 

证 明 ”首先 注音 到 ,车 A,BCX,A 关 B, 生 AU {|zi = BU {xl, 则 或 者 
A= BU {zl, 或 者 B = A U 1zi, 因 此 A 与 B 的 对 称 差 A 儿 B= (A\B)U 
(B\A) = {x}. 

用 反 证 法 . 设 Vi € XX, 存在 k= (i) 和 /= 1(i),1 坟 上 关 ! 过 ,使 得 A 
Ui = A U1. 由 于 A 关 A, 所 以 A 人鱼 A = i. 构 作 一 个 简单 图 G, 其 项 
点 集 V(G) = XX, 边 集 EE(G) = 人 人 ED 到 四 页 = 1 计 ,i XI. 由 假设 有 
e(G) 之 n = v(G). 根据 定 理 2.1.1 知 G 必 不 是 树 , 从 而 G 中 含有 圈 C = 
iLiza…iiis 不 妨 设 &(j7) = 下 一 j, 则 有 isl = 1{1),7 = 1,2,…,s, 于 是 有 

{sl = A, 人 BA, 
过 {Al Dh) D(A, DA) DB 全 (ADA) 
Ua DBA) = (1,2,..…,s 1). 
这 显然 是 一 个 矛盾 ,命题 得 证 . 品 

用 类 似 方 法 , 可 以 证 明 必 存在 zx € X, 使 得 Al\ {zl,Az\ zh Nizl 

互 不 相间 . 


2.2 割 边 


图 G 中 使 wo(G - e) > w(G) 的 边 e 称 为 G 的 制 边 (cut edge) .图 2.2.1 中 的 
边 zy 和 ww 都 是 割 边 ， 
引 理 2.2.1 Ye € E(G), 有 
w(G) EwG -eC wlG) + 1; (2.2.1) 
并 且 e 是 G 的 割 边 , 当 且 仅 当 ww(G 一 2) = wl(G)+1. 
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2.2.1 ” 荐 边 


证 明 G 可 视 作 由 G -~ e 添加 边 e 而 得 到 .由 于 在 一 个 图 中 添加 一 条 边 后 其 
连通 分 支 数 要 么 不 变 , 要 么 减少 1, 因此 ,或 者 w(G) = w(G -e), 或 者 w(G) = 
wofG- e) -1, 出 此 即 得 式 (2.2.1). 

设 e 是 G 的 割 边 , 则 w(G - ej > w(G), 从 而 由 式 (2.2.1) 知 w(tG -~ e) = 
w(G) + 1; 反 之 ,车 w(G - e) = w(G) + 1, 则 由 定义 知 e 蚌 G 的 荐 边 . 0 

定理 2,2,2 ee € E(G) 是 图 G 的 割 边 , 当 且 仅 当 。 不 在 G 的 任何 项 上 . 

证 明 

(过 ) 设 e 是 G6 的 制 边 , 则 w(G - e) > w(G), 从 而 存在 G 的 两 个 顶点 和 
vz 在 G 中 连 道 ,而 在 G - e 中 不 连通 .因此 G 中 必 有 一 条 (w,v) 链 P 经 过 e. 设 e 
= 取 , 并 且 在 P 上 z 位 于 y 之 前 ,记忆 的 {fu,zr) 节 为 P,P 的 (y,wv) 节 为 P,, 若 
z 在 G 的 某 个 圈 C 上 , 则 C - e 是 G -。 中 的 (zx,y) 链 Q, 从 而 PiQP; 是 G-e 
中 一 条 (w,w) 途径 ,于 是 w 和 w% 在 G - e 中 连通 ,矛盾 . 

(<) 假设 。= zy 不 是 G 的 割 边 , 则 由 引 理 2.2.1 知 ,w(G) = w(G - e). 因 
为 边 了 是 G 中 一 条 (x, y) 链 , 所 以 x 和 y 在 G 的 同一 个 连通 分 支 中 , 从 而 亦 在 
G-e 的 同一 连通 分 支 中 , 即 G - e 中 存在 (xz, y) 链 卫 , 于 是 P+e 是 G 中 的 圈 ， 
它 包 含 边 e， 0 

利用 割 边 概念 , 我们 可 以 把 定理 2.1.1(5) 中 的 结论 表述 为 :T 是 树 , 当 且 仅 
当 工 是 每 条 边 都 为 害 边 的 连通 图 , 

如 果 图 G 的 支撑 子 图 了 是 树 , 则 称 了 为 G 的 支撑 树 {spanning tree). 若 G 有 
支撑 树 , 则 由 了 的 连通 性 知 G 必 连 通 .反之 , 若 驰 连通, 则 通过 去 掉 台 的 边 得 到 G 
的 支撑 子 图 工 ,使 得 了 是 极 小 连通 图 ,从 而 了 是 树 , 即 G 的 支撑 树 .因此 有 下 面 的 
定理 . 

定理 2.2.3 图 G 有 支撑 树 , 当 且 仅 当 G 连通 . OD 

由 定理 2.2.3 知 , 若 G 为 连通 图 , 则 G 必 有 支撑 树 ,那么 如 何 找 出 G 的 支撑 
树 呢 ?我 们 知道 , 树 是 极 小 连通 图 , 树 中 不 售 圈 .车 G 中 含有 圈 C, 则 去 掉 C 上 的 
任 一 条 边 e, 再 考察 图 G - e 是 否 还 有 图 , 若 有 , 则 继续 去 掉 圈 上 一 边 , 如 此 下 去 ， 
直到 所 得 到 的 图 G 中 没有 图 为 止 , 此 时 ,G’ 就 为 图 G 的 支撑 树 了 , 这 种 通过 删 去 
G 中 图 上 的 边 而 得 到 支撑 树 的 方法 , 称 为 破 圈 法 .其 具体 步骤 如 下 : 

Step0 邻 G, = G,k =0. 
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Stepl 若 护 不合 圈 , 转 Step2; 苦 @ 含有 圈 C, 任 取 e, € E(C), 邻 GG, = 
G, 一 ei 点 : 二 上 + 1, 重复 Stepl. 

Step2 ”结束 , G, 为 G 的 支撑 树 . 

因为 算法 中 每 个 G, 都 是 G 的 连通 支撑 子 图 ,所 以 算法 结束 时 得 到 的 G, 确 
是 6 的 支撑 树 ， 

另外 , 由 于 连通 图 GG 的 支撑 树 全 也 是 G 的 极 大 无 图 图 , 因此 , 可 以 得 到 求 连 
通 图 G 的 支撑 树 的 另 一 个 算法 , 称 之 为 避 轿 法 .算法 步骤 如 下 . 

Step0 令 E’ = E(G),T = (V,9). 

Stepl 任 取 eE€E', 若 全 +e 含有 圈 , 转 Step2; 和 否则 令 T: = 了 + e, 转 Step2. 

Step2 邻 EE := EE'\ tel. 车 FE’ 关 名 ,返回 Step1; 否 则 结束 ,TT 为 G 的 支撑 


例 2.2.1 用 破 圈 法 和 避 贺 法 求 图 2.2.2 中 图 G 的 支撑 衬 . 


铭 2.2.2 求 连通 图 的 支撑 树 


解 
(1) 破 圈 法 
一 G, 在 Go 中 取 一 个 图 CL = VIUI Ua VU 任 取 CI 上 的 一 边 vv;， 今 Gi 
一 一 vw, 见 图 2.2.3， 
图 2.2.3 ”和 破 图 法 得 到 GG， 图 2.2.4 和 破 曲 法 得 到 CG， 


在 Gi 中 任 取 一 个 转 C, = 到 zwm 任 取 其 上 一 边 wz 邻 纪 = Gi 一 
zz 见 图 2.2.4. 

在 G, 中 只 有 一 个 圈 C; = wwvswsvs, 任 取 其 上 一 边 vsvwe, 令 BG = G; 一 
vsves 见 图 2.2.5. 
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图 2.2.5 破 贺 法 得 到 6， 
Gy 中 没有 图 了 ， 故 G, 就 是 图 三 的 一 个 支撑 树 . 
不 难看 出 ,在 用 破 圈 法 求 图 的 支撑 树 时 , 选择 不 同 的 图, 或 者 去 掉 圈 上 不 间 
的 边 , 就 会 得 到 不 同 的 支撑 树 . 而 且 , 只 楼 图 中 有 图 , 则 任 选 其 一 , 将 其 “ 破 开 ” 即 


可 ,而 不 必 考 察 图 中 的 所 有 图 . 
(2) 避 圈 法 
也 Y, vy 
让 vv ™ Vs 
A 人 4 
(a) (b) 
2. 由 Vs 
V vy 
中 3 4 
(c} (d} 


《9) 


2.2.6 ”六 图 法 


图 2.2.6 中 ,从 (a) 图 到 (e) 图 的 各 个 图 中 用 粗 线 标 出 来 的 图 表示 施行 避 图 
时 逐步 得 到 的 图 , 图 2.2.6(e) 中 粗 线 标 出 的 图 就 是 G 的 支撑 树 . 从 图 中 可 专 看 
出 ,再 添加 任何 一 条 剩 下 的 边 , 图 中 就 会 含有 了 恩 了 口 
应 当 指出 , 当 图 中 边 数 较 少 时 用 破 国法 要 快 一 些 , 当 边 数 较 多 时 则 用 吉 图 法 


第 二 章 树 23 


要 快 一 些 .而 且 用 破 图 法 和 训 轿 法 找 连 通 图 的 支撑 树 时 , 所 得 到 的 支撑 树 一 般 不 
惟一 . 


2.3 ” 补 轿 


对 于 V(G) 的 非 空子 集 S 和 5S’, 记 
[S,S]= {uw € E(G) | wu € S,vE S|. 
车 SCVG),S 关 0,5 = V(G)\ 5S, 且 [S,S] 关 人 乡 , 则 称 [S,S] 为 G 的 边 
市 (edge-cut) . 极 小 边 割 (minimal edge-cut) 是 指 这 样 的 边 割 : 它 的 任 一 真子 集 都 
不 再 是 边 割 , 极 小 边 割 又 称 为 补 圈 {cocycle) 或 余力 ,含有 条 边 的 边 割 称 为 & 边 
割 (k-edge-cut) ， 


ul 


Le i 


怒 Ww 


询 


图 2.3.1 边 割 和 补 回 

在 图 2.3.1 中 , 取 S = fo, v2, v1, 则 ES,S] = {vi wy us 是 
边 割 ,但 不 是 补 圈 ,因为 它 的 实 子 集 {wyw, vywsl 和 |vsrwy, vzww{ 都 是 边 割 ,也 都 
是 极 小 边 割 , 即 都 是 补 圈 ， 

容易 知道 ,车 E' 是 G 的 边 割 , 则 w(tG - BE) > w(GY), 但 是 满足 w(G 一 五 ) 
> wl(G) 的 E(G) 的 子 集 E' 却 不 一 定 是 G 的 边 害 ,如 在 图 2.3.2 中 , 取 E’ = te， 
ezy e231, 则 wlG 一 E') > wlG), 但 FE' 不 能 表示 成 [S,S] 的 形式 ,FE' 不 是 G 的 边 
割 . 


图 2.3.2 满足 w(G -EE) > w(tG) 的 EF' 不 一 定 是 边 割 
下 面 的 定理 刻画 了 补 回 的 特征 . 
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定理 2.3,1 设 如 是 连通 图 , 则 心 的 边 割 [S,5] 是 补 圈 , 当 且 仅 当 GilS] 积 
CI[S]1 都 连通 . 

证 明 

(<) 因为 CGLS] 和 G[S] 都 连通 ,所 以 从 连通 图 G 中 有 册 去 [S,S] 的 任何 一 
个 真子 集 后 得 到 的 图 仍然 连通 , 因此 ,[S, 引 ] 是 G 的 补 圈 . 

(过 ) 设 [5,5] 是 连通 图 G 的 补 轿 , 若 G[S] 不 连通 . 设 刀 是 G[S] 的 一 个 连 
通 分 支 ,由 G 的 连通 性 知 [V(H), VCG)\ V( 瑟 )] 是 边 割 , 且 是 [S,S] 的 真子 集 ， 
这 与 [S,S] 是 极 小 边 割 相 矛 盾 , 若 G[S] 不 连通 , 同 理 , 亦 可 得 到 小 盾 . 0 

推论 2.3.2” 设 [S,5] 为 图 GG 的 一 个 边 割 , 则 [S$,5] 或 者 是 补 圈 ,或 者 是 一 
些 两 两 不 交 的 补 圈 的 并 . 

证 明 ”分 两 种 情况 讨论 ， 

(1) G 是 连通 的 . 

如 果 G[S],G[S] 都 连通 , 则 由 定理 2.3.1 知 [S,S] 是 补 圈 .如 果 G[S] 和 
G[5] 不 都 连通 ,不 失 一 般 性 , 设 G[S] 不 连通 ,把 G[Sj 的 连通 分 支 记 为 有 FH,,…， 
球 . 设 G- V( 所 ) 的 各 连通 分 支 为 Gs，…,G,, (i = 1,…,n). 由 于 G 连通 ,因此 
H, 与 各 个 Gj(1 委 所 ”) 均 有 边 相连 , 故 GFVCG)] 连通 (1 所 i 才 ， 
1 所 j 所 六) 如 图 2.3,3. 由 定理 2,3.1 知 [VY(G), V(G,)] 是 CG 的 补 圈 , 哟 然 ,这 
些 补 圈 互 不 相交 ,并且 

UV UV), VG)] = 吕 曲 [YCED) ,VCGy)] 
= ULV(H,), VHD] 


=U[V(H),S] = [S,5]. 


iml 


图 2.3.3 开 与 G, 的 关系 
{2) G 是 非 连 通 的 . 
设 G 的 连通 分 支 为 GD ,…,G™), 令 SS, = SI VG),S5, = VG)\ 5,k 
一 工 ww 显然 
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[S,S] = ULS,,5,1. (2.3.1) 
注意 到 [5,,S,] 是 G 的 边 割 ,kk = 1,…,w. 因 此 ,由 (1) 知 ,[S,,S;] 可 表示 为 
G 中 若干 个 不 交 的 补 圈 的 并 .于 是 ,由 式 (2.3.1) 知 ,[S,5] 可 表示 为 G 中 若干 个 
不 交 的 补 圈 的 并 ， 0 
推论 2.3.3 ” 设 G 为 连通 图 ,[S,S] 为 G 的 一 个 边 制 , 且 [S,5] = UE,, 其 
中 El,E,,…,EE, 为 G 的 两 两 不 交 的 补 围 , 则 G- [S,S51 有 n+ 1 个 连通 分 支 . 
证 明 ”对 进行 归纳 . 当 n = 1 时 ,由 定理 2,3,1 知 ,结论 成 立 .假设 当 n 所 
时 结论 都 成 立 ,下 设 n = 名 +1, 由 于 E, 是 GG 的 补 圈 , 因 此 由 定理 2.3.1,G -已 
有 两 个 连通 分 支 G 和 G;. 设 补 圈 玉 ;,,…, EE, 中 有 nn 个 在 Gi 中 ,有 ;个 在 G, 中 ， 
则 n+ ns = 大 .由 归纳 假设 G -UE, 有 ni +1 个 分 支 ,G - 忆 E, 有 nz+1 个 分 
支 ,于 是 G 一 [S,S5] 有 (ni + 1) + (n; + 1) = 上 +2 个 分 支 ,于 是 结论 亦 成 立 . 
0 
实际 上 ,车 G -[S,S] 有 n+1 个 连通 分 支 , 由 推论 2.3.3 可 知 , 边 割 [S,S] 
必 为 n 个 两 两 不 交 的 补 圈 的 并 . 
若 互 是 G 的 子 图 , 则 玉 在 G 中 的 补 图 (complement) 是 指 G 的 支撑 子 图 
G -五 (万 ), 记 作 五 (G). 特 别 地 , 若 五 是 简单 图 , 则 把 五 在 Konp 中 的 补 图 简称 为 
五 的 补 图 , 记 作 百 . 若 了 是 G 的 支撑 树 , 则 称 G 一 EC(T) 为 G 的 补 树 (cotree), 记 
作 卫 .我们 知道 树 中 不 含 圈 , 但 添加 一 条 边 后 ,就 会 含有 惟一 一 个 圈 , 下 面 的 定理 
指出 , 补 树 和 补 圈 之 间 也 有 类 似 的 关系 .这 也 是 我 们 把 极 小 边 割 称 为 补 圈 的 原 
因 . 
定理 2.3.4 设 了 是 连通 图 G 的 支 撞 树 ,e € ELT), 风 
《1) 补 树 个 不 合 有 G 的 任何 补 圈 ; 
(2) 于 +。 含有 G 的 惟一 的 补 圈 . 
证 明 
(1) 设 B 是 G 的 任 一 补 圈 , 则 G -~ 中 不 连通 ,因而 如- 翌 不 包含 了 , 即 妃 必 
有 一 些 边 在 工 中 , 故 B 不 包 合 在 中 . 
{2) 由 定理 2,1.1(5) 和 引 理 2.2.1 知 ,Te 是 由 两 个 树 T 和 TT 组 成 的 , 根 
据 定理 2.3.1 知 , B = [V(T,), V(T,)] 是 G 的 补 圈 , 它 显然 包含 在 荆 +e 之 中 . 
YbEB, 众 TT-e + 连通, 且 e(T-et+b)= v(tG)-1, 故 T~e+5 是 GG 的 
支撑 树 .因此 ,包含 在 于 + e 中 的 G 的 任何 补 圈 B” 必定 包含 6, 否则 GG - B 包 会 
支撑 树 荆 - ee +5, 即 知 G -8B 连通 ,此 与 B' 是 补 较 相 矛 盾 . 所 以 B 忆 B', 由 补 
图 的 极 小 性 可 知 B = 8’. 于 是 工 + e 中 含有 G 的 惟一 的 补 贺 ， 口 
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2.4 割 点 


本 节 我 们 来 介绍 树 上 顶点 的 性 质 .在 图 2.4,1 中 ,图 G 是 树 , 若 去 掉 顶 点 x 
[1 LL) 

图 2.4.1 树 上 项 点 的 性 质 
或 去 掉 顶 点 y, 则 树 G; 就 不 再 连通 ;而 图 G: 不 是 树 , 且 去 掉 其 上 任何 一 个 顶点 ， 
G; 仍然 连通 .如 果 图 G 的 边 集 EE 可 以 分 划 成 两 个 非 空 子 集 E, 和 EE;, 使 G[E,] 和 
G[E,] 有 惟一 的 公共 顶点 vw, 则 称 w 为 G 的 割 点 (cut vertex). 因 此 在 图 2.4.1 中， 
顶点 工 和 顶点 y 是 GG 的 割 点 ,而 zx 和 ~ 则 不 是 ;G, 中 的 任何 顶点 都 不 是 割 点 .一 
般 地 ,关于 割 点 有 如 下 结论 . 

引 | 理 2.4.1 若 顶 点 多 满足 w(G 一 v) > w(G), 则 wz 是 G 的 割 点 .反之 , 若 GG 
的 撩 点 上 无 环 , 则 w(G -vw) > wm(G). 

证 明 ” 设 v 满 足 o(G-u) > w(G), 且 vv 是 G 的 连通 分 支 玫 中 的 一 个 顶点 ， 
把 互 -wv 的 连通 分 支 记 为 Hi,…, 古 ,由 假设 知之 2. 令 

E: = EC(H) U iw € EC(CH) | nu EVD ,BE = E(G) \ El. 

显然 ,FE ,FE; 是 EE(G) 的 一 个 划分 , 且 E 关 作 ,E; 关 多 ,GLE1] 和 GLE;] 有 惟一 
的 公共 顶点 v, 从 而 wv 是 G 的 割 点 ， 

设 是 G 的 割 点 , 且 w 上 无 环 ,v 是 GLE,] 和 GLE,|] 的 惟一 公共 顶点 , 这 里 
E,, EF, 是 ELG) 的 非 空 划 分 . 因 w 上 无 环 , 帮 存在 连 杆 wi € Ei, ws € E;, 即 u, 
和 wu; 在 G 的 同一 个 过 通 分 支 中 .由 于 w 是 G[E] 和 GLE;] 的 惟一 公共 顶点 , 因 
此 G 中 所 有 (wi, wi) 链 必 定 经 过 w. 于 是 ww, 和 ws 分 属 G -wv 的 不 同 连 通 分 支 ， 
即 w(G - v) > wl(G). 口 

需要 指出 的 是 , 若 G 的 割 点 w 上 有 环 , 则 w(G 一 vw) > w(tG) 不 一 定 成 立 . 如 
2.4.2, 图 中 ,wi 为 台 的 割 点 , 且 afG - 四) = w(G). 

定理 2.4.2 ” 树 工 的 顶点 w 是 割 点 , 当 且 仅 当 4&(o) > 1 

证 明 

( 沪 ) 车 dlv) = 0 则 树 了 只 能 是 1 阶 完全 图 , 故 vw 不 是 割 点 ,着 dlv) = 1， 
则 了 -=- v 仍 是 无 圈 图 ,县 有 se(T) -1 条 边 , 从 而 有 v(T) -2 = vy(T-v)-1 条 
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图 2.4.2 人 割 点 


边 , 了 -是 树 , 所 以 ofT- v) = w(T), 由 引 理 2.4.1 知 v 不 是 割 点 . 

《<) 若 div) > 1, 则 工 中 存在 两 个 相 异 的 顶点 & 和 zw 与 v 相 邻 , 链 www 是 
树 荆 中 惟一 的 (wu,w) 链 , 由 此 知 ,下 -中 不 再 有 (az) 链 , 故 w(tT-v)>1= 
w(T), 由 引 理 2.4.1 知 % 是 G 的 割 点 ， 0 

推论 2.4.3 ”任何 无 环 的 非 平凡 连通 图 中 至 少 有 两 个 顶点 不 是 害 点 . 

证 明 设 G 是 无 环 的 非 平凡 连通 图 , 由 定理 2.2.3 知 ,G 有 一 个 非 平 几 的 支 
撑 树 ,根据 推论 2.1.2 知 , 工 至 少 有 两 个 基 挂 点 ,再 由 定理 2.4.2 知 ,了 工 至 少 有 两 个 
顶点 不 是 割 点 ， 

设 w 不 是 十 的 制 点 , 则 w( 荆 - v) = w(T) = 1 ,因为 工 是 G 的 支撑 树 ,所 以 
修 -v 是 G -vv 的 支撑 子 图 ,从 而 w(G 一 v) 所 wT- wv). 于 是 w(G-v)=1, 
而 G 是 无 环 图 , 由 引 理 2.4.1 知 ,wv 不 是 G 的 制 点 .由 于 至少 有 两 个 这 样 的 点 ， 
故 G 至 少 有 两 个 顶点 不 是 割 点 . 0D 

从 推论 的 证 明 过 程 可 以 看 到 支撑 树 的 重要 作用 , 正 是 因为 我 们 注意 到 结论 
对 图 G 的 支撑 树 工 成 立 , 才 最 终 证 明 该 结论 对 非 平凡 连通 图 也 成 立 .事实 上 , 对 
于 一 般 的 非 连通 无 环 图 , 我 们 有 : 若 无 环 图 如 有 ww 个 非 平 几 的 连通 分 支 , 则 可 断 
言 G 中 至 少 有 2w 个 顶点 不 是 制 点 . 


2.5 ”支撑 树 的 计数 


一 般 说 来 ,连通 图 G 的 支撑 树 是 不 惟一 的 , 除非 它 本 身 就 是 树 .如 例 2.2.1 
中 ,我 们 用 破 圈 法 和 避 图 法 求 支 撑 树 时 , 得 到 的 支撑 树 就 不 一 样 .一 个 自然 的 问 
题 是 :对 一 个 连通 图 G, 如 何 确定 它 的 支撑 树 的 数目 呢 ? 

设 G 为 顶点 标号 图 ,以 r(G) 表示 图 G 的 不 同 支撑 树 的 个 数 .这 里 “不 同 的 
支撑 树 ” 指 的 是 两 个 树 的 边 集 不 完全 相同 ,尽管 两 个 树 可 能 是 同 构 的 ,但 只 要 它 
们 的 边 集 不 同 ,它们 就 是 不 同 的 支撑 树 .图 2.5.1 给 出 了 三 阶 完 金 图 G 及 其 全 部 
不 同 的 支撑 树 Ti T 和 了. 

设 。 = w 是 图 G 的 一 条 过 杆 , 在 C 中 去 挤 e, 把 顶点 x 和 w 合并 为 一 个 新 顶 
点 ,而 除 e 外 ,G 中 一 切 与 4 或 "关联 的 边 都 改 为 与 新 顶点 关联 , 并 且 图 中 其 他 的 
顶点 和 边 以 及 它们 的 关联 关系 保持 不 变 , 这 样 得 到 的 新 图 称 为 在 图 G 中 收缩 
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图 2.5.1 图 的 不 同 支撑 树 
(contract) 边 e 后 得 到 的 图 , 记 为 G . e. 图 2.5.2 给 出 了 图 的 收缩 运算 . 


全 
Vv 
[4 w 
a a ~ 
” 有 多 
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图 2.5.2 图 的 收缩 运算 

利用 收缩 运算 ,我们 有 如 下 求 z(G) 的 递 推 公式 ， 

定理 2.5.1 设 e 是 G 的 连 杆 , 则 r(G) = rr(G -ee)+r(G.:e). 

证 明 ”把 G 的 支撑 树 分 为 两 类 :第 一 类 含有 边 e, 第 二 类 不 含有 边 e .显然 ， 
第 二 类 支撑 树 与 G - e 的 支撑 树 一 一 对 应 , 即 第 二 类 支撑 树 的 个 数 为 r(G - e). 

设 人 是 第 一 类 支撑 树 , 注 意 到 了 . e 仍然 是 树 , 故 了 .e 是 G,e 的 支撑 树 ; 反 
过 来 , 设 e = vivi, 对 Ge 的 支撑 树 , 只 要 把 e 收缩 而 得 的 新 顶点 用 链 w ev, 和 代 
和 替 , 即 得 G 的 含 边 e 的 支撑 树 ,从 而 第 一 类 支撑 树 与 G, e 的 支撑 树 一 一 对 应 , 即 
第 一 类 支撑 树 的 个 数 为 r(G :a), 因 此 rtG) = rtG-e)+rG:e). 0 

下 面 利用 定理 2.5.1 来 递 推 计算 z(G). 为 了 简洁 ,图 的 支撑 树 的 个 数 就 用 
图 来 表示 , 并 省 略 了 图 中 各 顶点 的 标号 . 

例 2.5.1 求 图 2.5.3 中 图 G 的 支撑 树 的 个 数 r(G)， 


A 


图 2.5.3 ” 求 图 的 支撑 树 个 数 的 例子 
解 ” 求 图 2.5,3 中 支撑 橙 的 个 数 的 过 程 如 图 2.5.4 所 示 , 即 *(G) =1+2+ 
2+3=8， 0 
定理 2.5,1 给 出 了 计算 支撑 树 数 目的 一 种 方法 , 但 对 项 点 和 边 数 较 多 的 图 ， 
这 种 方法 十 分 繁杂 , 并 不 实用 .在 第 九 章 中 ,我 们 将 给 出 利用 行列 式 来 计算 x(G) 
的 方法 .英国 数学 家 Cayley 得 到 了 计算 r(K,) 的 一 个 简单 公式 : 
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图 2.5.4 ” 求 图 的 支撑 树 个 数 的 过 程 

定理 2.5.2(Cayley,1889) r(K,) = mn"?, 

证 明 当 n = 1,2 时 ,定理 显然 成 立 .下 设 n 守 3. 设 N= 1,2,…,n| 为 K, 
的 顶点 集 . 当 每 个 ai(1 专 i 安 n 一 2) 都 从 NN 中 取 值 时 ,共有 n"” 个 不 同 的 序列 
(aiyeaz…,a2). 因 此 ,如 果 能 够 建立 KK, 的 支撑 树 与 这 种 序列 之 间 的 一 一 对 应 
关系 , 定理 就 得 到 了 证 明 . 

设 工 为 已 的 一 个 支撑 和 树 , 了 中 标号 最 小 的 匡 挂 点 为 页 , 则 5; 有 惟一 相 邻 的 
顶点 ai. 从 工 中 除去 项 点 5 ,假定 由 此 得 到 的 ” -1 阶 标号 树 中 最 小 的 野 挂 点 为 
53, 惟 一 与 5 相 邻 的 顶点 为 a;. 除 去 bs 得 到 一 个 n -2 阶 树 , 设 这 个 树 中 标 导 最 
小 的 匣 挂 点 为 ,惟一 与 5， 相 邻 的 顶点 为 xy. 依 此 下 去 ,直到 剩 下 两 个 项 点 为 
止 ,这 就 得 到 了 序列 (at az,…,av-z). 例 如 设 n = 8, 如 图 2.5.5 所 示 . 

反 过 来 ,从 序列 (aaz,…,a, 3) 也 可 以 求 出 和 它 对 应 的 支撑 树 .首先 容易 
看 出 , 工 中 度 为 dr(u) 的 顶点 在 (aa ,az) 中 共 出 现 di(v) -1 次 ,而 悬挂 
点 则 不 会 出 现在 (ai,ai,…,avz) 中 , 于 是 可 按照 下 面 的 方法 从 (ai, as,…， 
an-2) 中 构造 了, 记 5， 是 不 在 (ai, as,…, a,-2) 中 出 现 的 标号 最 小 的 顶点 ,在 ai 
与 旭 之 间 连 上 一 条 边 , 设 六 是 NA 1611 中 不 属于 1a,,…,a, 21 的 标号 最 小 的 顶 
点 ,在 az 和 bs 间 连 边 , 这 样 进行 下 去 直至 连 出 nw 一 2 条 边 aibi,azpz,…， 
qxw-26,_2; 最 后 用 边 连 接 N 和 \ 161,…, ,21 中 的 两 个 顶点 6,.1, 5,, 我 们 断言 , 这样 
得 到 的 图 就 是 树 本. 事实 上 ,此 时 了 TT 中 有 n 个 顶点 .n -1 条 边 , 且 无 环 ,由 了 中 边 
的 构造 易 知 5 为 本 的 悬挂 点 , 故 不 在 丁 的 任何 轿 上 ,而 5; 则 是 了 工 - 61 的 县 
挂 点 , 故 5b; 也 不 在 任何 筑 上 , 依次 下 去 ,可 知 了 中 任何 顶点 都 不 在 国 上 , 即 了 中 
无 圈 , 故 了 必 为 树 , 以 序列 (3,3,3,1,4,4) 为 例 ,依次 得 到 的 边 为 23, 53, 63, 31， 
14,74, 48, 这 样 得 到 的 树 正 是 图 2,5.5 中 与 (3,3,3,1,4,4) 对 应 的 树 . 

综 上 所 述 ,从 K, 的 任 一 支撑 树 开 出 发 ,可 以 造 出 它 对 应 的 序列 , 这 个 序列 按 
照 上 面 的 规则 反 过 来 又 可 造 出 与 它 对 应 的 支撑 树 , 显 而 易 见 ,这 个 支撑 树 正 是 原 
先 的 支撑 树 工 , 因此 , 以 上 建立 了 支撑 树 与 序列 之 间 的 对 应 关系 是 一 一 对 应 , 从 
而 定理 得 证 ， 0 
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图 2.5.5 Ks 的 支撑 树 与 序列 之 间 的 一 一 对 应 关系 

由 Cayley 公式 可 以 看 出 , 随 着 阶 歼 的 增长 ,n 阶 完全 图 K, 的 支撑 树 的 数目 
增长 速度 是 相当 惊人 的 ,3 阶 完全 图 只 有 3 个 不 局 的 支撑 树 ,KK, 有 16 个 支撑 树 ， 
Ks。 有 1296 个 支撑 树 ,而 Kw 则 有 10 个 支撑 笃 , 也 就 是 说 ,一 个 小 小 的 10 阶 完全 
图 , 它 所 包含 的 不 同 的 支撑 树 竟 有 一 亿 个 .值得 注意 的 是 , 这 些 不 同 的 支撑 树 中 
有 许多 都 是 同 构 的 , 实际 上 , 10 阶 图 的 互 不 同 构 的 支撑 树 只 有 106 个 .如何 求 连 
通 图 G 的 互 不 同 构 的 支撑 树 的 数目 问题 是 比较 复杂 的 , 我 们 将 在 第 十 章 介 绍 相 
关内 容 . 


2.6 ”两 类 常用 树 


本 节 介 绍 两 类 常用 树 一 一 有 序 二 元 树 和 Huffman 树 , 它们 在 计算 机 数据 结 
构 中 有 重要 应 用 . 


2.6.1 有 序 二 元 树 


设 人 是 一 个 树 ,给 工 的 每 条 边 规定 一 个 方向 .车 e = mm 的 方向 是 从 xz 指向 
2 的, 则 ww 可 做 e 的 尾 (tai),w 叫做 e 的 头 (head). 用 < (vw) 表示 以 % 为 头 的 边 数 ， 
用 ad* (vw) 表示 以 vw 为 尾 的 边 数 ,显然 27 (vw) + d' (vw) = dr(v). 若 给 荆 的 每 条 
边 规定 一 个 方向 后 , 存在 一 个 顶点 w, 使 4 (ww) = 0, 而 其 余 顶 点 v 满足 
ad (wv) = 1, 则 称 了 为 根 树 {rooted tree), 称 ww 为 丁 的 根 (root), 称 满足 4d? (vw) = 
0 的 顶点 为 全 的 叶子 ,图 2,6.1(a) 给 出 了 一 棵 根 树 , 其 中 vw 为 根 , wm ,v3, v4, vs 都 
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(a) (人 b) 
图 2.6.1 根 树 
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是 叶子 ,通常 我 们 习惯 于 把 根 树 的 根 顶 点 画 在 最 上 方 ,由 于 边 的 方向 都 是 一 致 
的 ,因此 当 明 衫 根 后 , 边 的 方向 均 可 省 去 , 即 可 用 图 2,6,1(b) 来 代替 图 2.6.1(a). 

设 人 为 根 树 , ¥Yv EE VT),a (wv) 各 nn, 则 称 工 为 n 元 树 . 若 e = ww 的 方向 
是 从 指向 vo 的 , 则 称 w 为 w 之 父 , 称 "为 zx 之 子 , 同 父 之 子 称 为 兄弟 . 除 夺 子 外 ， 
每 个 顶点 第 有 个 儿子 的 根 树 , 称 为 典型 = 元 树 .另外 , 若 根 树 的 每 个 顶点 的 儿 
子 们 有 序 时 , 则 称 之 为 有 序 树 . 

有 序 二 元 树 是 一 种 重要 的 树 形 结 构 , 从 每 个 顶点 向 下 至 多 有 两 个 分 支 ,分 别 
把 这 两 个 分 支 称 作 该 顶点 的 左 子 树 和 右 子 树 . 若 我 们 特别 规定 ,在 有 序 二 元 树 中 
“左下 方 是 儿子 , 右 下 方 是 兄弟 ”, 则 可 以 把 任何 有 序 树 转 化 为 有 序 二 元 树 . 图 
2.6.2{a) 为 有 序 树 ,图 2.6.2(b) 是 与 之 相应 的 有 序 二 元 树 , we 有 三 个 儿子 vi, vi， 
vs, t1 是 长 子 ,在 相应 的 二 元 树 中 vw 应 画 在 wm 的 左下 方 ,vj 和 wv, 作为 wv 的 兄弟 ， 
依次 将 vw 画 在 vi 的 右 下 方 , 将 思 画 在 z 的 右 下 方 ;m 有 1 个 儿子 w, 故 内 应 画 
在 wv 的 左下 方 ;v, 有 3 个 儿子 v;, wes ;长子 vs 应 画 在 vw 的 左下 方 ,而 ww 则 应 
画 在 vy 的 左下 方 ,ww 作为 w 的 兄弟 应 画 在 vw 的 左下 方 . 
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(a) 


2.6.2 ”有 序 树 与 二 元 有 序 树 间 的 转化 
按 “ 左 下 方 是 儿子 , 右 下方 是 兄弟 ”的 规则 , 我 们 不 仅 可 以 把 有 序 树 与 有 序 
二 元 树 相 互 转化 , 而 且 还 可 以 实现 多 个 有 序 树 与 一 个 有 序 二 元 树 之 条 的 相互 转 
化 ,这 时 ,我 们 只 需 把 各 个 有 序 树 的 根 也 看 成 是 兄弟 即 可 , 见 图 2.6.3， 


(2) 
图 2.6.3 ”多 个 有 序 树 与 一 个 二 元 有 序 树 则 的 转化 
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2.6.2 ”有 序 二 元 树 的 个 数 


za 阶 有 序 二 元 树 是 多 种 多 样 的 , 但 肯定 是 有 了 根 的 ,一 个 自然 的 问题 是 由 个 
顶点 究竟 能 构造 出 多 少 个 顶点 无 标 导 且 结 构 不 同 的 有 六 二 元 树 .例如 3 个 顶点 
能 构造 出 5 个 有 序 二 元 树 ,如 禾 2.6.4 所 示 . 
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图 2.6.4 全体 3 阶 有 序 二 元 树 


为 求 n 阶 育 序 二 元 树 的 个 数 , 我 们 介绍 如 下 好 括号 列 的 概念 . 

括号 列 是 指 由 左 括号 "(” 和 右 括号 ")” 组 成 的 有 限 序 列 , 而 好 括号 列 是 指 

(1) 空 列 是 好 的 ; 

(2) 车 A 与 B 是 好 插 号 列 , 则 AB 也 是 ; 

(3) 若 4 是 好 括号 列 , 则 (A) 也 是 ; 

(4) 除了 土 述 (1), (2), (3) 中 的 括号 列 外 , 再 无 其 他 好 括号 列 . 

不 是 好 括号 列 者 , 则 是 坏 括号 列 ,例如 {(({)(())) 是 好 括号 列 ,而 (0O))(0O 则 
是 坏 括 号 列 ， 

引 理 2.6.1 ”一 个 括号 询 是 好 括号 列 的 充 要 条 件 是 它 由 偶数 个 括号 组 成 ， 
其 中 左 括号 和 右 括号 各 占 一 半 , 且 从 左 向 右 读 这 个 括号 列 时 , 任何 时 刻 读 出 的 右 
括号 个 数 不 会 超过 读 出 的 左 括号 个 数 . 

证 明 

(一 ) 车 括 号 列 是 好 括号 列 , 则 显然 它 必 是 由 左 括号 和 右 括号 各 占 一 半 的 偶 
数 个 括号 组 成 的 .下 面 对 括 号 个 数 用 归纳 法 证 明 , 从 左 译 右 读 出 的 右 括号 个 数 不 
会 超过 左 括号 的 个 数 . 若 括号 数 为 2, 则 显然 有 一 个 左 括 导 和 一 个 右 括 号 , 结论 
成 立 . 设 mn 个 左 括 号 和 mm 个 右 括号 组 成 的 好 括号 列 命题 已 真 , 我 们 考虑 个 左 括 
号 和 个 右 括号 组 成 的 好 括号 列 (n > m), 分 两 种 情形 考 虚 . 

(a) 若 造 此 括号 列 时 , 最 后 一 步 是 (3), 则 命题 显然 成 立 ， 

(b) 车 造 此 括号 列 时 ,最 后 一 步 是 (2), 此 括号 列 形 如 AB, A 与 刀 尼 为 非 空 好 
括号 列 , 从 左 至 右 读 时 , 只 要 还 在 读 A, 由 归纳 假设 , 读 出 的 左 括号 不 比 右 括号 
少 , 当 我 们 读 到 A 的 最 后 一 个 括号 时 , 读 出 的 左 、 右 括号 个 数 一 样 ,再 读 下 去 , 即 
读 B, 由 归纳 假设 , 读 出 的 右 括号 总 数 仍然 不 会 超过 读 出 的 左 括号 总 数 ， 

(二 ) 仍 用 归纳 法 . 
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车 括号 数 为 2, 则 只 有 一 个 左 括号 和 一 个 右 括号 , 命题 显然 成 立 .假设 m < 
n 时 , 若 wm 个 左 括号 和 wm 个 右 括号 组 成 的 括号 列 ,满足 从 左 至 右 读 时 读 出 的 左 括 
号 个 数 不 少 于 右 括 导 个 数 , 则 此 括号 列 是 好 括号 列 , 考 虑 n 个 左 括号 n 个 有 括号 
的 括号 列 , 从 左 向 右 读 时 , 若 读 了 2x 个 括号 后 , 读 得 的 左 括号 数 和 右 括号 数 相 
等 , 则 由 归纳 假设 , 读 出 的 这 个 子 列 A 是 好 括号 列 , 右面 未 读 的 子 列 B 也 满足 命 
题 条 件 , 由 归纳 假设 , B 亦 为 好 括号 列 ,所 以 整个 括号 列 形 如 4B , 故 也 是 好 括号 
列 . 

另 一 方面 , 若 从 左 向 右 读 时 , 在 未 读 完 所 有 括号 时 , 读 得 的 左 括号 数 和 右 插 
号 数 总 不 相等 ,由 已 知 条 件 , 读 的 第 一 个 括号 必 是 左 括号 , 读 到 只 番 一 个 括号 未 
读 时 ,已 读 出 的 左 括号 不 比 右 插 号 少 , 而 左 , 右 括号 各 占 总 数 的 一 半 , 故 最 后 一 个 
括号 必然 是 右 括 导 , 于 是 整个 括号 列 形 如 (4),A4 满足 命题 条 件 , 由 归纳 假设 ,A 
是 好 括号 列 , 故 (4) 亦 是 好 括号 列 ， 0 

下 面 我 们 米 求 由 2n 个 括号 组 成 的 好 括号 列 个 数 . 

定理 2.6.2 ”由 2n 个 括号 组 成 的 好 括号 列 个 数 是 


cln+1) = 一 2 
这 个 c(n + 1) 叫做 Catalan 数 . 

证 明 设 P,P,…P,, 是 = 个 左 括号 2 个 右 括 号 构成 的 坏 插 号 列 . 由 引 理 
2.6.1 知 ,从 堪 至 右 读 该 括号 列 时 , 必 有 某 时 刻 使 右 括 号 比 左 括号 多 , 设 
P, P;…P, 的 右 括号 比 左 括号 多 , 且 最 小 ,这 时 右 括号 只 比 左 搬 号 多 1 个 ,把 从 
Pi 开始 的 每 个 括号 “ 翻 " 过 来 ( 即 把 左 插 号 改 为 右 括号 , 且 同 时 把 右 括号 改 为 左 
括号 ), 则 得 n -1 个 左 轿 导 有 +1 个 右 括号 的 坏 括号 列 , 显然 这 一 变换 是 可 逆 的 ， 
故 7 个 左 括 导 与 4 个 右 括 导 组 成 的 坏 括 号 列 与 ?> -1 个 左 括号 n + 工 个 右 括号 组 
成 的 括号 询 一 一 对 应 . 而 n -1 个 左 括 导 n + 1 个 右 括号 组 成 的 括号 列 共 计 


2 | 个 ,个 在 括号 个 右 括号 组 成 的 括号 列 共计 [ 22 | 个 , 所 以 2n 个 括号 组 


n+l 


成 的 好 插 号 列 共 有 


|- 


2n 
n+l1 


= 证 2n(2m -1).(2n — n+1) 
- rT (2 ~ 1)-…(2n - n) 


__l 27 | 
~ n+t+l\ln 0 


n 阶 有 序 二 元 树 的 数目 怡 好 也 是 Catalan 数 ct{n + 1). 这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 2.6.3 阶 有 序 二 元 树 的 个 数 为 c(n + 1). 
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证 明 ”把 有 序 二 元 树 的 根 顶 点 标 以 ( ), 我 们 知道 在 有 序 二 元 树 中 , 相 邻 

两 顶点 的 关系 可 能 是 父子 关系 ,也 可 能 是 兄弟 关系 ,对 于 父子 关系 标 以 (( ))， 
对 于 兄弟 关系 则 标 以 (”)( ”). 这 样 我 们 就 建立 了 x 阶 有 序 二 元 树 与 2 个 括号 
组 成 的 好 括号 列 之 间 的 一 一 对 应 , 如 图 2.6.5 所 示 . 所 以 由 定理 2.6.2 知 ,n 阶 有 
序 二 元 树 的 个 数 是 Catalan 数 c(z + 1). 0 


AM OIC (CIC) 


图 2.6.5 有 序 二 元 树 与 好 括号 列 
我 们 注意 到 , 典型 有 序 二 学 树 中 叶子 顶点 数 工 (T) 与 非 叶 子 顶 点 数 I(T) 之 
间 满 足 L(T) = J(T} + 1, 而 L(T) + I(T) = n, 克 对 于 nn 阶 典 型 有 序 三 元 树 ， 


其 叶子 顶点 共有 十 (n + 1) 个 ,去掉 w 阶 典 型 有 序 二 元 树 的 二 (n+ 1) 个 叶 于 项 


点 , 则 得 到 一 个 方 (na - 1) 阶 有 序 二 元 树 .实际 上 , 阶 典 型 有 序 二 元 树 与 广 ( - 
1) 阶 有 序 二 元 树 是 一 一 对 应 的 ,从 而 由 定理 2.6.3 立即 得 到 如 下 推论 . 
” 推论 2.6.4 * 阶 典 型 有 序 二 元 树 的 个 数 为 (于 十) 个 . 


另外 ,我 们 知道 , 按 “ 左 下 方 是 儿子 , 右 下 方 是 兄弟 ”的 规则 , 任何 一 个 有 序 
树 都 可 用 有 序 二 元 树 表 示 . 同 时 注意 到 ,这 个 有 序 二 元 树 的 根 项 点 总 是 没有 右 子 
树 ,由 此 可 知 , n 阶 有 序 树 与 (a -~ 1) 阶 有 序 二 元 树 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 .图 
2.6.6 给 出 了 全 部 5 个 4 阶 有 序 树 ,它们 分 别 与 图 2.6.4 中 所 示 的 5 个 3 阶 有 序 二 
元 树 一 一 对 应 ,因此 , 我们 有 

推论 2,6.5 x 阶 有 序 树 的 个 数 c(xn). 0 


2.6.3 ”Huffman 树 


在 计算 机 通信 中 , 我 们 常用 二 进 制 编码 表示 字符 . 例如 可 用 000,001,010， 
011, 100 分 别 表示 字母 e,1,b,i,o. 画 一 个 有 序 二 元 树 , 父子 关系 为 0, 兄弟 关系 为 
1, 即 左 为 0, 右 为 1, 则 1000,001,010,011,1001 对 应 的 有 序 二 元 树 如 图 2.6.7 所 
示 , 则 0 -1 密码 010011 表达 的 信息 是 瑞 , 而 0 -1 密码 010000001001100 表达 的 
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图 2.6.6 ”全体 4 阶 有 序 树 
信息 则 是 Hello. 


000 001 010 O11 100 
2 1 h i 0 


图 2.6.7 ”1000,001,010,011,100| 对 应 的 有 序 二 元 树 
车 设计 一 个 有 26 个 叶子 的 有 序 二 元 树 , 每 个 叶子 代表 一 个 英文 字母 , 则 可 
以 用 这 个 二 元 树 上 的 叶 码 序列 表示 出 任何 一 句 话 , 进 而 ,可 以 表达 和 任何 一 税 文 章 
的 信息 .当然 ,我 们 希望 使 用 频率 高 的 字母 相应 的 叶 码 短 一 点 , 而 使 用 频率 低 的 
字母 相应 的 叶 码 则 可 以 长 一 点 儿 , 这样 可 以 使 整 篆 文章 的 总 叶 码 长 较 短 ， 
以 m 为 根 、 以 vw，…, 为 叶子 的 有 序 二 元 树 中 , 称 《w, %) 链 的 长 /为 叶子 


久 的 码 长 .车 代表 的 事物 出 现 的 概率 为 p, 且 Dp = 1, 则 称 使 


m{T) = Pps 
达到 最 小 的 有 序 二 元 树 工 为 带 权 pp，…, Pp 的 Huffman 树 , 也 叫做 最 优 二 元 树 . 
例 2.6.1 图 2.6.8 中 所 示 的 两 个 树 五 和 了 全 都 是 带 权 为 0.1,0.2,0.3,0.4 
的 有 序 二 元 树 ,它们 的 权 分 别 为 
m(Ti) = 3(0.4+0,1) +2.0.2+0.3 = 2.2, 
m(T,) = 2(0.1 +0,2+0,3+0,4) = 2. 


可 见 ， m(T,) < mt )， 即 T, 优 于 TT. 口 
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图 2.6.8 带 权 的 有 序 二 元 树 

重要 的 问题 是 如 何 求 出 带 权 p,…, 记 ,的 Huffman 树 ,为 此 ,我 们 给 出 如 下 算 
法 . 设 记 系 记 冬 …… 委 略为 与 二 相应 的 叶子 顶点 . 

Stepl ”把 权 为 户 , 刀 的 两 个 顶点 w,v 连接 到 同一 个 新 顶点 上 , 并 设 该 顶 
点 的 权 为 户 + p,. 

Step2 在 入 pp + 思 ,, Pp,，…, 记 ,中 选 出 两 个 最 小 权 , 把 它们 对 应 的 顶点 连接 
到 另 一 个 新 顶点 上 ,并 给 这 个 新 顶点 冉 权 为 此 两 最 小 权 的 和 . 

Step3 ”重复 Step2, 直到 形成 n -1 个 新 硕 点 .n 个 叶子 为 止 . 

利用 上 述 方法 , 得 到 例 2.6.1 中 所 求 的 Huftman 树 TT, 如 图 2,6.9 所 示 , 易 见 
m(Ts) = 3(0.1+0.2) +2.0,3+0.4 = 1.9 < 之 minifm(T),m(T,)|. 若 所 求 的 
Huffman 树 只 有 两 个 叶子 , 则 算法 的 正确 性 是 显然 的 .通过 对 Huffman 树 的 叶子 
数目 ” 用 归纳 法 , 易 见 算法 所 求 出 的 树 是 最 优 的 . 


0.1 02 


3 


图 2.6.9 Tuiman 树 
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1. 画 出 全 部 互 不 同 构 的 7 阶 树 . 

2. 如 果 分 子 式 为 C,H 的 磋 拨 化 合 物 对 应 的 图 是 树 ,证 明 m = 2n + 2, 即 该 
破 氢 化 合 物 为 烷 族 碳 氨 化 合 物 . 

3. 证 明 :G 中 至 少 含 e ~ v + ow 个 不 同 的 独 和 ，-… o 个 不 同 的 补 图 

4, 证 明 : 

(1) 若 无 环 图 G 中 丛 有 两 个 县 挂 点 , 则 G 一 定 是 链 ; 

(2) 若 无 环 图 G 中 恰 有 24 个 奇 点 , 则 G 一 定 是 条 边 不 交 的 链 的 并 . 

5. 若 图 G 中 存在 某 边 e = ww € E(G), 使 得 G.,。 为 圈 ,G - e 为 树 , 证 明 G 
必 是 圈 . 

6,10 个 学 生 参 加 一 次 考试 , 试题 有 10 道 , 已 知 设 有 两 个 学 生 做 对 的 题目 完 
全 相同 .证 明 :在 这 10 道 试题 中 可 以 去 掉 某 一 道 试题 ,使 每 两 个 学 生 做 对 的 题目 
不 完全 相同 . 

7, 设 工 是 阶 为 + 1 的 树 ,G 是 满足 8 之 上 的 任 一 简单 图 ,证 明 GG 中 一 定 有 
一 子 图 与 个 同 构 . 

8. 证 明正 台 数 序列 (1, 4d;,…, d,) 是 某 个 树 的 度 序列 的 充 要 条 件 为 


Pa = 2fv - 1). 
9, 设 G 是 阶 y > 3 的 连通 图 ， 证 明 ， 
(1) 如 果 G 有 割 边 , 则 G 中 有 顶点 v 满 是 w{G -vv) > w(G); 
(2) 举例 说 明 (1) 的 逆 命 题 不 真 ， 
10. 用 避 轿 法 和 破 坪 法 求 题 图 2， 1 的 全 部 支撑 树 ， 


题 图 2.1 
11, 设 已 是 图 G 的 某 些 边 的 集合 , 证明 E” 中 舍 补 圈 的 充 要 条 件 是 
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w{G— EE) > w(tG). 
12. 求 r(K23) 以 及 Ks 中 互 不 同 构 的 支撑 树 的 数目 . 
13. 轮 图 是 圈 加 上 一 个 新 顶点 ( 称 为 轮 心 ), 再 把 每 个 顶点 都 与 新 顶点 间 连 
上 一 条 边 ( 称 为 辐 条 ) 所 得 到 的 图 . 记 W 为 有 ?= 条 辐 条 的 轮 图 , 试 求 题 图 2.2 中 
轮 图 W, 的 支撑 树 的 数目 z(W). 


题 图 2.2 

14. 设 工 是 树 ,证 明 : 

(1) 工 是 二 部 图 ; 

(2) 设 T= (X,Y,E), 则 

(1 站 ) 若 1 久 | 实 1 YY | 守 1, 则 多 中 至 少 有 一 个 悬挂 点 ; 

(Ci) 若 1X1=1Y1+, 且 |1Y| 守 1, 则 多 中 菜 少 有 有 k& + 1 个 悬挂 点 ， 

15. 证 明 :如 果 G 是 无 环 连通 图 , 并且 只 有 惟一 的 支撑 树 了 , 则 G = 了 ， 

16. 设 工 = (Vi,E)(i = 1,2,…, 上 ) 是 树 工 的 子 树 ,S= 到 站 友和 站 … 申 
六 ,证 上 明 : 

(1) 若 VV 人 D1 天 j 所 上, 则 S 关 从; 

(2) 车 S 关 允 , 则 T[S1 是 工 的 子 树 . 

17. 设 C, 与 上, 是 图 G 中 的 圈 ,B 与 Bs 是 G 中 的 补 图 (把 它们 都 看 成 边 的 
集合 ), 证明 : 

(1) Ci 由 C; 是 互 不 相交 的 圈 的 并 ; 

(2) Bi 中 B, 是 互 不 相交 的 补 圈 的 并 ; 

(3) 对 G 中 的 任 一 条 边 e, (CU Ca) \ 1el 中 售 圈 ; 

(4) 对 G 中 的 任 一 条 边 e, (Bi U Bs)\ {el 中 含 补 图 ， 
其 中 4 昌 8 表示 A 与 B 的 对 称 差 . 

18. 画 出 带 权 0.2,0.18,0.12,0.1,0.1,0.08,0.06,0.06,0.06,0.04 的 Huffman 
树 ， 

19, 构造 与 括号 列 
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(CCC DC DN) 
相应 的 有 序 二 元 树 . 

20. 饭 后 , 姐姐 洗 殉 , 妹妹 把 姐姐 洗 过 的 碗 一 个 一 个 地 放 进 碗 概 押 成 一 探 . 
共有 n 个 区 样机 狗 相 异 的 硫 , 洗 前 也 探 成 一 把 .因为 妹妹 贪 玩 , 碗 拿 进 碗 柄 不 及 
时 ,姐姐 把 洗 过 的 硫 探 在 旁边 , 问 妹 妹 近 起 的 硫 可 能 有 妃 种 方式 ? 

21, 设计 一 个 有 序 二 元 树 , 每 个 叶子 代表 一 个 英文 字母 ,使 得 用 它 的 了 叶 码 疗 
列表 示 “the apple and banana” 时 , 总 的 码 长 最 短 ， 


第 三 章 《连通 性 与 遍历 性 


连通 性 是 图 的 最 基本 的 属性 之 一 , 是 图 论 研究 的 重要 内 容 . 为 了 定 其 研究 图 
的 连通 性 , 人 们 引进 了 连通 度 和 边 连 通 度 的 概念 .一 个 图 的 连通 度 和 边 连通 度 是 
由 该 图 惟一 确定 的 ,因此 ,图 的 这 两 个 量 可 以 用 来 衡量 图 的 连通 程度 . 

本 章 我 们 将 介绍 图 的 连通 度 和 边 连通 度 的 概念 ,2 连通 图 和 3 连通 图 , 以 及 
两 类 特殊 的 连通 图 一 一 Euier 图 和 Hamilton 图 .在 本 章 的 最 后 一 节 , 我 们 进一步 
介绍 另 一 个 衡量 图 的 连通 程度 的 概念 , 这 就 是 坚韧 度 的 概念 , 它 比 连通 度 和 边 连 
通 度 葛 精细 地 刻画 了 图 的 连通 性 . 


3.1 ”连通 度 和 边 连通 度 


我 们 先 来 观察 下 面 五 个 5 阶 连通 图 . 显然 ,在 图 3.1.1 中 , 树 G, 中 去 掉 任何 
一 条 边 都 不 连通 ;而 G, 中 去 掉 任 何 一 条 边 仍然 保持 连通 , 但 去 掉 顶 点 v 就 不 再 
连通 ;G, 是 一 个 图 ,去 掉 任何 一 条 边 或 任何 一 个 顶点 仍然 连通 ,但 去 掉 两 条 边 不 
百 连 通 ,去 掉 两 个 顶点 也 可 能 破坏 连通 性 ;G 中 至 少 去 掉 三 条 边 或 三 个 顶点 才 
可 能 不 连 能 ;G, 是 完全 图 , 至 少 去 掉 四 条 边 才 可 能 不 连通 ,并 且 去 掉 任何 一 个 项 
点 子 集 仍 然 连通 ， 


二 人 全 他 从 


图 3.1.1 图 的 连通 性 


如 果 至 少 要 去 掉 若干 条 边 或 若干 个 顶点 才能 破坏 图 的 连通 性 , 则 可 以 把 这 
样 的 边 或 顶点 的 最 小 数目 看 做 是 图 的 连通 程度 的 一 种 度量 . 这 个 数目 越 大 ,图 的 
连通 程度 就 越 高 . 外 此 ,我 们 引进 图 的 连通 度 和 边 连通 度 的 概念 . 

如 果 图 G 的 顶点 子 集 V “使 G - V 不 连通 , 则 称 Y 为 G 的 顶点 割 
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(vertex-eut) .并 且 , 若 17 1= 大, 则 称 Y 为 G 的 上 顶点 割 (k-vertex-eut). 显然 ， 
完全 图 没有 项 点 割 ,并 且 没 有 顶点 割 的 图 只 能 是 那些 以 完全 图 作为 基础 简单 降 
的 图 , 即 任何 一 对 相 算 顶点 都 相 邻 的 那些 图 . 若 图 G 本 身 就 不 连通 , 则 空 集 就 是 
它 的 顶点 割 . 

如 果 图 G 中 至 少 有 一 对 相 蜡 顶点 不 相 邻 , 则 G 的 连通 度 (connectivity) xfG) 

定义 为 

wx(G) = minl1Y 11V 是 G 的 项 点 害 |， 
即 这 时 的 连通 度 定 义 为 使 这 个 图 成 为 非 连通 图 所 需要 去 掉 的 最 少 项 点 数 , 如 果 
图 G 的 任何 一 对 相 异 顶点 都 相 邻 , 则 规定 x(G) = vy(G) -~ 1. 

不 难 知 道 ,对 任何 图 G 总 有 xk(G) 入 v(G) - 1. 并且, wx(G) =0 的 图 要 么 是 
平凡 图 ,要 么 是 非 连 通 图 . 

称 x(G) 之 上 的 图 为 k 连通 图 (k-connected graph) .显然 ,图 G 是 连通 的 ( 
之 1, 当 且 仅 当 vy(G) 守 & + 1, 且 G 中 不 存在 & -1 顶点 割 .所 有 非 平 凡 连 遂 几 
都 是 1 连通 图 . 

类 似 地 ,我 们 利用 边 割 来 定义 边 连 通 度 .显然 ,任何 非 平 几 连通 图 都 有 边 割 ， 
因此 ,任何 非 平凡 连通 图 G 的 边 连 适度 (edge connectivity)x'(G) 定义 为 

x (G) = min|| E11E’ 是 G 的 边 割 |， 
即 一 个 非 平凡 连通 图 的 边 连通 度 就 是 使 这 个 图 变 得 不 连通 所 需 去 挤 的 最 少 边 
数 , 如果 已 是 平凡 图 或 非 连 通 图 , 则 规定 x (G) = 0, 因 此 x (G) = 0 的 图 或 是 平 
几 图 ,或 是 非 连 通 图 . 

称 w(G) 之 上 的 图 为 k 边 和 连通 图 (k-edge connected grapb) .一 切 非 平凡 连通 
图 都 是 1 边 连通 图 . 易 知 ,图 G 是 边 连通 图 的 (k 之 2), 当 上 且 仅 当 台 是 连 道 图 且 
不 存在 mx 边 割 11 和 加 秋 到 一 1). 

由 连通 度 和 边 连 通 度 的 定义 可 知 , 在 图 3.1.1 中 的 五 个 图 中 ,wx(G1) = 
eG) = ;rx(G) = lw (GG) = 23r(G3) = x (G3) = Zr(G) = £ (GG) = 
3;x(Gs) = x (Gs) = 4. 从 这 五 个 图 中 ,我 们 发 现 它们 满足 x(G) 委 x'(G;) 所 
8(G;)(i = 1,…,5), 一般 地 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.1.1 对 任何 图 G 都 有 

xfG) Er (CG) EG). (3.1.1) 

证 明 “如果 G 为 非 连通 图 或 平凡 图 , 则 <(G) = x (G) = 0 不等式 (3.1.1) 
显然 成 立 . 故 只 须 考 虑 非 平凡 连通 图 的 情形 、 

先 证 x (G) && 6(G), 设 d(v) = 8(G),EE' 为 G 中 与 关联 的 一 切 连 杆 组 成 
的 集合 , 它 是 G 的 一 个 边 割 ,从 而 有 x (G) 委 1 下 | 所 8(G). 

再 证 
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ctG) EK (G6). (3.1.2) 

如 果 G 不 是 简单 图 ,考虑 G 的 基础 简单 图 G, 显 然 有 , x(G) = wx(G), x (G) 
迄 x ( 避 ) .因此 , 若 式 (3.1.2) 对 简单 图 成 立 , 也 就 对 一 般 图 成 立 , 于 是 以 下 假设 
G 是 简单 图 , 义 若 G 为 完全 图 K,, 则 CK,) = x(K,) = -1 即 式 (3.1.2) 成 
立 .由 此 只 须 对 非 平 几 的 简单 连通 图 且 不 是 完全 图 的 情形 证 明 式 (3,1.2) 成 立即 
可 ,此 时 vyv(G) 完 3. 

由 于 GG 是 非 平凡 连通 图 , 因此 存在 边 割 EE 乞 E(G), 使 得 | E’ |=%“(G), 由 
E’ 的 最 小 性 知 E 是 G 的 补 圈 , 从 而 由 定理 2.3.1 知 GE’ 恰 有 两 个 连通 分 支 . 
设 E = [S,S],; 则 G E’ 的 岗 个 连通 分 支 为 G[S] 和 G[5], 设 G, = G[Sj,G, 
= G[ 引 .我 们 源 言 : 必 存 在 x € VG1),vE V(G,), 使 ww EE(G)., 若 不 然 , 设 
1VG0)1= v1 和 和 vv- 则 1 ViG,)|1= vv 一 ;于 是 

< (G)=| EI= fy 

由 1 过 过 vv -1 知 (vy -1v 守 (一 Cv +1), 从 而 有 ,vi(v 一 1) 守 v 
-1, 即 知 w(G) 完 v -1, 此 与 G 不 是 完全 图 相 韦 盾 .和 概 据 这 个 断言 ,对 于 EE 的 
每 条 边 总 可 以 歌 一 个 异 于 x 和 的 端点 ,从 而 得 到 G 的 一 个 顶点 割 V' ,1V' 1 委 
1E 1 = «(0G), 故 x(G) RIV lk (GG), 口 

由 这 个 定理 知 ,一 个 连通 图 必 是 & 边 连 通 图. 

定理 3.1.2 ”对 于 任何 满 吓 0 之 /过 ar 过 的 正 整 数 1, m,n, 总 存在 一 个 简 
单 图 G, 使 得 x(G) = ,x (G) = m,$(G) = nn. 

证 明 令 避 ， = Kr G2 = Kn VIGL) 三 2 za VG,) 三 fa， 
如 ;| ,我 们 在 Gi U G, 中 增加 4 条 边 ww(i = 1,…, 引 及 mm 一 1 条 边 u1w 
= 2,…,m 一 4 + 1), 得 到 的 简单 图 记 为 G. 容 易 验证 :x(G) = lx (G) = mm， 
SCG) = n. 口 

定理 3.1.2 说 明 , 式 (3.1.1) 不 能 再 改进 了 . 


3.2 2 连通 图 和 3 连通 图 


弄 清 割 点 在 图 中 的 分 布 对 认识 一 个 连通 图 的 结构 很 有 帮助 .没有 割 点 的 连 
通 图 称 为 块 (block) .1 阶 块 只 能 是 K, 或 含有 一 个 环 的 平凡 图 ,2 阶 块 只 能 是 K， 
或 含有 多 条 连 杆 的 2 阶 图 ,至 少食 有 三 个 顶点 的 块 中 不 存在 顶点 mv 使 ofG - mo 
> w(tG), 即 不 存在 1 顶点 割 ,因此 这 样 的 块 必定 2 连通 图 . 

图 G 的 块 是 指 G 的 这 样 的 子 图 B,B 是 块 , 且 G 中 任何 以 FB 为 真子 图 的 子 图 
都 不 是 块 , 妈 B 是 G 的 极 大 块 , 易 知 ,任何 一 个 图 都 是 它 的 块 的 并 . 在 图 3.2.1 中 ， 
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G 的 三 个 “ 黑 顶 点 " 是 割 点 , G 的 每 个 连通 分 支 都 是 G 的 块 ， 


9 0H-4e 


图 3.2.1 图 的 块 


定理 3.2.1(Whitney, 1932)} 一 个 vy 之 3 的 图 G 是 2 连通 的 , 当 且 仅 当 总 的 
任何 商 个 顶点 由 至 少 两 条 内 部 不 相交 的 链 连 接 . 

证 明 

(二 ) 车 G 的 任何 两 个 硕 点 由 至 少 两 条 内 部 不 相交 的 链 连 接 , 则 G 是 连通 
的 , 且 没 有 1 顶点 割 ,而 y 之 3, 故 G 是 2 连通 的 . 

(之 ) 设 G 是 2 连通 的 , Y u,v E€ V(G), 我 们 对 dlu,w) 用 归纳 法 证 明 :x* 与 
v 罕 少 由 G 的 两 条 内 部 不 相交 的 链 连 接 . 

当 d(u,wv) = 1 时 ,因为 2 受 kx(G) 安 x (G), 所 以 边 ww 不 是 割 边 ,从 而 由 定 
理 2.2.2, uv 包含 在 G 的 一 个 图 中 , 故 wn 与 v 被 两 条 内 部 不 相交 的 链 连 按 . 

假设 结论 对 G 中 工 离 小 于 的 任何 两 个 顶点 都 成 立 . 设 dtu,v) = 上 之 2, 考 
虑 G 中 长 度 为 & 的 (u,v) 链 , 基 G 中 最 短 (u,%) 链 , 令 ww 是 该 链 中 最 后 一 条 边 ， 
则 该 链 上 的 (x,xo) 节 是 G 中 最 短 (4, ww) 链 , 故 d(u,rw) = 上 一 1, 由 妇 纳 假设 ,G 
中 存在 两 条 内 部 不 相交 的 (x,w) 链 P 了 和 QQ. 如 图 3.2.2 所 示 , 因 为 G 是 2 连通 的 ， 
所 以 G -四 连通 ,从 而 含有 一 条 (ao) 链 已 . 设 z 是 P 上 的 在 P U Q 中 的 最 后 
一 个 顶点 (因为 PP 与 P UU Q@ 有 公共 顶点 w, 因 此 这 样 的 x 总 是 存在 的 , 当然 不 排 
除 r = w), 不 失 一 般 性 , 设 z 在 P 上 , 则 G 中 有 两 条 内 部 不 相交 的 (u,v} 链 ;一 -条 
是 由 PP 上 的 (w,xz) 节 与 P 的 (x,v) 节 组 成 , 另 一 条 是 由 和 和 rm 组 成 ,由 归纳 原 


图 3.2.2 ”两 条 内 部 不 相交 的 (u,vw) 链 
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理 , 必要 性 得 证 . 0 

由 定理 3.2.1 立即 得 到 下 面 的 结论 . 

推论 3.2,2 车 G 是 2 连通 的 , 则 G 的 任何 两 个 顶点 在 ~ 个 圈 上 . OD 

为 了 方便 起 见 , 我 们 引入 边 的 训 分 运算 ,一 条 边 e 称 为 被 剖 分 (subdivision) 
大 指 去 掉 边 e, 并 用 一 条 连接 e 的 两 个 端点 的 长 为 2 的 链 代替 ,根据 定理 3.2.1 和 
剖 分 的 定义 即 知 ,v 之 3 的 块 经 过 有 限 次 前 分 后 还 是 块 , 即 块 在 剖 分 运算 下 是 封 
闭 的 . 

推论 3.2.3 ” 若 G 是 vy 守 3 的 块 , 则 G 的 任何 两 条 边 在 一 个 图 上 . 

证 明 设 G 是 块 ,v 洋 3,e! 和 es 是 G 的 任意 两 条 边 , 则 e, 和 ,都 是 连 杆 . 
把 e, 和 ez 前 分 后 得 到 新 图 G ,wi 和 ww, 为 G 的 新 顶点 ,显然 G 至少 有 5 个 顶点 ， 
且 为 块 ,因而 x(G) 实 2. 由 推论 3.2.2 知 ,vj 和 ww, 在 CG’ 的 同一 个 圈 上 ,于 是 2 和 
ez 在 的 问 一 个 痢 上 . 0 

与 图 中 边 的 前 分 运算 相对 应 的 是 我 们 在 第 二 章 中 介绍 过 的 收缩 运算 .同样 ， 
利用 边 的 政 缩 ,下 面 给 出 3 连通 图 的 一 个 性 质 , 为 此 先 证 明 两 个 引 理 

引 理 3.2.4 设 所 是 上 连通 图 ,直送 2, 刚 对 于 殷 的 任何 连 杆 ec,G ee 种 一 1 
连通 图 ， 

证 明 车 G.e 的 基础 简单 图 是 完全 图 , 则 有 

x(tGe) = vvG'e)-1= vy(G)-2 守 kx(G)-1 守 上 -1， 

引 理 成 立 , 否 则 , 设 S$S 是 G.e 的 任 一 顶点 割 ,e = wv,e 被 收缩 后 的 新 顶点 记 为 
4 ,分 两 种 情况 讨论 . 

tl) 车 u ES, 则 S =(S fu 站 Ujiu,wvl 是 G 的 顶点 制 ,从 而 入 15” 1 
=|SI+1l. 

(2) 若 w 千 S, 则 5 也 是 5G 的 顶点 割 , 故 & 筷 1 5 1， 

因此 ,总 有 1S| 守 上 -二 即 G .ee 是 & -1 连通 图 . 0 

引 理 3.2,5 设 x(G) = 上 六 上 且 Y = | 是 所 的 上 顶点 制 ,G，， 
…, Gs 是 G - V “的 全 部 分 支 , 则 Y1 志 i 志和 1 和 7 入 记 硕 点 ww 上 与 分 支局 
的 某 个 顶点 在 G 中 相 邻 . 

证 明 ”车 不 然 ,存在 1 安利 委 上 及 1 委 加 委 加 使 w 与 G 的 任何 顶点 都 
不 相 邻 , 令 V”= VN lw 1, 则 GV 不 连通 , 即 V“ 蚌 G 的 -1 顶点 割 ,此 
与 x(G) = 上 大 了 矛盾 . O 

定理 3.2.6(Thomassen, 1980)] 设 G 是 3 连通 图 ,v 法 5, 则 存在 G 的 连 杆 e， 
使 G.e 仍 是 3 连通 图 . 

证 明 当 w(G) 六 4 时 ,由 引 理 3,2.4 知 定理 成 立 , 下 面 证 明 当 <(G) = 3 
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时 ,结论 亦 成 立 . 

若 不 然 ,对 任 一 连 杆 e = wv, 由 引 理 3.2.4 知 ,x(G .ee)=2, 因 为 u(G) 之 5， 
所 以 v(G，e) 之 4 从 而 Ge 的 基础 简单 图 不 是 完全 图 , 即 G.e 有 2 人 顶点 割 . 
又 因 C@ 是 3 连通 图 , 故 e 被 收缩 后 得 到 的 新 项 点 必 在 G. e 的 每 个 2 项 点 割 之 中 ， 
于 是 G 必 有 3 顶点 割 1z,v,zxl ,这 里 z 与 iv 的 选择 有 关 ， 

我 们 取 这 样 的 连 杆 e = ww 及 Zz, 使 G -1u,v,z| 的 最 大 ( 即 顶点 数 最 多 ) 连 
通 分 支 五 的 顶点 尽 可 能 多 . 设 末 是 G- lu,wzl 的 另 一 个 连通 分 支 , 由 引 理 
3.2,5 知 , 必 有 y€ VIH' ) 使 zy € E(G). 考 虑 连 杆 ,由 以 上 知 ,G 有 3 顶点 割 
{fz,y,z|, 记 

G = GLVCE) U av -zx. 
车 z 区 VC), 由 引 理 3.2.5,G) 是 连通 图 ;车 = € V(H),G 也 是 连通 图 (否则 ， 
Ix,z| 蚌 G 的 2 顶点 割 , 牙 盾 ). 所 以 G, 必 包含 在 G 一 1x,y,z| 的 一 个 分 支 中 ,但 
| VCH) 1 <1V(G1) 1, 这 与 e 的 选择 相 齐 盾 . 0 

定理 3.2.1 可 以 推广 到 连通 图 ,这 就 是 所 谓 的 Menger 定理 .在 适当 的 条 件 
下 ,定理 3,2.6 也 可 以 推广 到 连通 图 . 


3.3 ”遍历 性 


图 的 遍历 性 包括 遍 掀 所 有 人 边 的 Euler 图 和 遍历 所 有 顶点 的 Hamilton 图 .Euler 
图 是 重要 的 2 边 连 通 图 , 而 Hamilton 图 则 是 重要 的 2 连通 图 .对 于 Euler 图 ,我 们 
在 很 早 以 前 就 知道 如 何 判定 一 个 图 是 否 为 Euler 图 .但 对 于 Hamilton 图 , 直到 现 
在 ,我们 也 没有 找到 一 个 好 的 方法 来 判定 一 个 图 是 否 为 Hamilton 图 .本 节 我 们 将 
介绍 关于 Euler 图 和 Hamitton 图 的 一 个 基本 结论 . 


3.3.1 Euler 图 


所 谓 Euler 图 是 根据 Euler 研究 的 Kenigsberg 七 桥 向 题 引出 的 .Kenigsberg 七 
桥 问 题 实际 上 就 是 问 图 3.3.1 中 是 否 存在 包含 所 有 边 的 闭 迹 . 为 此 我 们 给 出 下 
面 的 概念 . 


图 3.3.1 Kinigsberg 七 桥 问题 
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如 果 图 G 中 存在 包含 所 有 边 的 闭 迹 玉 , 则 称 G 为 Euler 图 ,W 称 为 G 的 Euler 
闭 迹 ,如 果 G 中 有 包含 一 切 边 的 迹 P, 则 称 G 为 半 Euler 图 (semi-Euler graph), P 
称 为 各 的 Euler 迹 .显然 ,每 个 Euler 图 都 是 半 Euler 图 ,但 半 Euler 图 却 不 一 定 是 
Euler 图 . 

下 面 给 出 Euler 图 的 特征 性 描述 . 

定理 3.3.1 设 G 是 非 空 连通 图 , 则 下 面 三 个 命题 等 价 : 

(1) G 是 Euler 图; 

(2) G 中 不 会 奇 点 ; 

(3) G 可 以 表示 为 若干 个 没有 公共 边 的 回 的 并 . 

证 明 

(1) 过 (2) 设 避 是 连通 的 Euler 图 ,WW 是 6G 的 Euler 闭 迹 , 则 YYv€ VG),v 几 
定 在 多 中 出 现 , 当 u 作为 内 点 每 出 现 一 次 ,必定 与 @G 中 的 两 条 边关 联 ; 当 mp 为 研 
的 起 点 , 则 vv 也 是 全 的 终点 ,从 而 它 必 与 两 条 边关 联 ,因此 ,G 的 每 个 顶点 都 是 偶 
点 

(2) 志 (3) 设 全 是 非 空 连通 图 , 且 不 含 奇 点 , 则 如 不 是 树 , 从 而 G 中 含有 圈 
Ci 车 ECG)NE(C1) = 9, 则 G = Ci, 从 而 (3) 成 立 , 否则 考虑 由 五 (G) 
ECCU 导出 的 G 的 子 赂 G1, 同样 G, 不 含 奇 点 , 于 是 G 中 必 合 有 图 C,. 若 
E{(GON\ ECC) = 8, 则 G = CU CGC,E(C) NN E(C) = FD, (3) 成 立 , 否 则 ， 
考虑 由 下 (GAN ECC,) 导出 的 Gi 的 子 图 G,, 如 此 下 去 ,经 过 有 限 次 得 到 空 图 


Gu 于 是 G = 蝇 C, 其 中 天 时 ,E(C) 站 E(C) = , 即 (3) 总 是 成 立 的 . 
(3) 一 (1) 由 Euler 图 的 定义 ,结论 显然 . 口 
定理 3.3.1 中 (1) 之 (2) 是 由 Euler 于 1736 年 证 明 的 , 由 于 Kanigsberg 七 桥 中 

每 个 顶点 都 是 奇 点 , 故 它 不 可 能 是 Euler 图 ,这 表明 七 桥 问题 无 解 . 
推论 3.3.2 ” 非 空 连通 图 G 是 半 Euler 图 的 充 要 条 件 是 G 中 至 多 有 两 个 奇 
证 明 
(一 ) 若 和 有 一 条 Euler 迹 , 则 如 定理 3.3.1 中 (1) 之 (2) 的 证 明 一 样 ,除了 起 

点 、 终 点 外 ,G 中 其 余 顶 点 的 度 都 是 偶数 . 

(=) 设 非 空 连通 图 G 至 多 有 两 个 奇 点 . 当 G 中 没有 到 点 时 , 由 定理 3.3.1 

知 ,G 为 Euler 图 , 当然 也 是 半 Euler 图 .车 避 中 合 有 奇 点 , 则 GG 中 不 可 能 只 有 1 个 

奇 点 (握手 引 理 ), 于 是 G 中 恰 有 两 个 奇 点 w 和 w, 此 时 G+ xy 不 含 奇 点 , 且 是 非 空 

连通 图 , 故 G+w 中 含有 Euler| 团 迹 久 ,WW- ww 为 G 的 Euler 迹 ,于 是 避 为 半 Euler 

图 . 口 
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3.3.2 Hamilton 图 


Hamilton 图 是 由 Hamilton 游戏 引出 的 , 研究 一 般 图 在 什么 条 件 下 存在 一 个 
包含 所 有 顶点 的 圈 是 本 节 所 关心 的 问题 , 为 此 先 给 出 几 个 概念 ， 

若 G 中 存在 包含 一 切 项 点 的 圈 C, 则 称 G 是 Hamilton 图 , C 称 为 G 的 
Hamilton 圈 . 车 G 中 存在 包含 一 切 顶点 的 链 忆 , 则 称 G 是 半 Hamilton 图 , 已 称 为 G 
的 Hamitton 链 .显然 , Hamilton 图 必 是 半 Hamilton 图 ,反之 不 然 .虽然 已 经 知道 几 
个 关于 Hamilton 图 的 必要 的 条 件 或 充分 的 条 件 ,但 到 上 前 为 止 ,还 未 找到 关于 它 
的 非 平凡 的 充 要 条 件 ,这 是 图 论 中 一 个 尚 待 解决 的 间 题 . 


定理 3.3,3 
(1) 若 G 蚌 Hamilton 图 , 则 

wlG—-S)EIS| (YSCVSKO):; (3.3.1) 
(2) 若 G 是 半 Hamilten 图 , 则 

wG-S)EISI+t1 (YSCYV,SO). (3.3.2) 
证 明 


(1) 设 C 是 G 的 Hamilton 轿 ,显然 w(C - 5) 委 1S$1 因 C-S 是 G-S 的 
支撑 子 图 , 故 w(G -S$S) 所 wlC -SS) 志 | 51. 

(2) 与 (1) 的 证 明 类 似 , 只 须 用 Hamilton 链 己 代替 C 即 可 ， 0 

例 3.3.1 判定 图 3,3,2 中 的 Herschel 图 是 否 为 Hamilton 图 . 


图 3.3.2 Herschel 图 


解 ”Herschel 图 不 是 Hamilton 图 ,因为 删除 五 个 “ 黑 顶 点 ”后 ,将 得 到 六 个 孤 
立 点 , 出 定理 3.3.3 知 它 不 是 Hamilton 图 . 0D 

考察 Herschel 图 , 发 现 它 是 一 个 二 部 图 , 且 有 奇数 个 顶点 ,又 由 于 二 部 图 中 
无 奇 圈 , 因此 可 以 断言 奇数 阶 的 二 部 图 必 不 是 Hamilton 图 , 进一步 , 我们 有 以 下 
推论 . 

推论 3.3.4 设 如 = (X,Y,E) 为 二 部 图 , 则 有 

(1) 车 G 是 Hamilton 图 , 则 | X1=1Y!; 

(2) 车 GG 是 半 Hamilton 图, 则 1 XX1-1Yl|l 志 1. 
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证 明 
(1) 若 上 和 1 关 1Y 1 不 妨 设 0<1XI<1IY1, 则 
w(G—X)=|Y|I>I1X), 
由 定理 3.3.3(1) 知 ,G 不 是 Hamilton 图 . 
(2) 车 11 XX1-1Y11> 1, 不 妨 设 0 之 1 叉 1<1Y1, 则 有 1YI>IlXI+1， 
即 w(G -X) =1 Yi>1XXI+1, 于 是 由 定理 3.3,3(2) 知 ,G 不 是 半 Hamilton. 
0 
利用 定理 3.3.3 和 推论 3.3.4 可 以 判定 某 些 图 不 是 Hamilton 图 或 不 是 半 
Hamilton 图 ,这 些 条 件 都 只 是 必要 条 和 件 ,但 不 充分 .例如 在 图 3.3.3 中 ,G; 和 G, 分 
别 满足 定理 3.3.3 中 式 (3,3.1) 和 式 (3,3,2), 但 G, 不 是 Hamilton 图 , G, 不 基 半 
Hamilton 图 ， 


A 


图 3.34.3 如 不 是 Hamilton 区 |, G, 不 是 半 Hamilton 图 


易 知 , 一 个 图 是 Hamilton, 当 且 仅 当 它 的 基础 简单 图 是 Hamilton, 因此 , 我 们 
只 需 讨论 简单 图 ， 

引 理 3.3.5 设 台 是 简单 图 , x 和 vv 在 G 中 不 相 邻 ,天 罗 且 wz) + d(v) 
渤 y, 则 GG 是 Hamilton 图 的 充 芝 条 件 是 G+ uw 是 Hamilton 图 ， 

证 明 

(一 ) 若 G 是 Hamilton 图 , 则 G+ ww 是 Hamiiton 图 ,必要 性 显然 成 立 . 

( 守 ) 着 G + uw 是 Hamilion 图 ,而 不 是 Hamilion 图 , 则 令 C 基 G+ ww 的 
Hamilton 圈 , 从 而 边 略 必 在 回 C 上 ,于 是 C -~ ww 是 G 中 的 Hamilton 链 , 设 C- wv 
一 zt … 也 其 中 v1 三 UV, 三 v, 记 

Ss= lvlouvw EEC(CG),T= fv | vw E E(G)). 

因 G 是 简单 图 , 故 1S1= dlv) = delwu), TI= do(w) = do(v), 又 因 
为 和 %w, 在 G 中 不 相 邻 ,所 以 SS op 和 wy…; 太 1, 从 而 SUT 
和 1 …, 思 ,于 是 1SUTIEv-1. 而 且 SN 站 T= 9. 下 实 上 ,车 ww ES5N 
T, 则 存在 G 的 Hamilton 圈 wp… 和 wo,_1w,2…vivi; 此 与 前 面 的 假设 地 盾 . 因 此 
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有 
ydelu)}+tdctv) =1 SI+ITI=ISUTISv -1, 
矛盾 . 0 
由 引 理 3,3,5 可 得 图 的 闭 包 的 定义 .图 G 的 闭 包 (closure)c(G) 是 指 用 下 列 
方法 得 到 的 一 个 图 ;反复 连接 G 中 度 之 和 不 小 于 vy 的 不 相 邻 顶点 对 ,直到 没有 这 
样 的 顶点 对 为 止 .如 图 3,3,4 中 给 出 了 图 G 的 闭 包 c(G). 


一 一 


人 c(O) 


图 3.3.4 图 的 闭 包 

引 理 3.3.6 clG) 是 由 如 惟一 确定 的 ， 

证 明 设 G 和 加 是 全 的 两 个 阿 包 ,用 el ,en 和 乒 ,…, 拓 分 别 表示 在 构 
作 G 和 C: 过 程 中 所 加 到 G 中 的 边 , 我们 将 证 明 : 每 边 。 是 Gs 中 的 边 ,每 边 斤 是 
G 中 的 边 . 

如 有 可 能 , 设 eu = ww 是 序列 el,…, es 中 第 一 条 不 在 G, 中 的 边 , 令 日 = GG 
+ es，"…, ex1, 由 GG 的 定义 , dy(u)+ dytv) 之 v. 由 ei 的 选择 , 坟 是 G, 的 于 图 ， 
故 dc (za) + do,(v) 沁 汪 而 w 和 ww 在 G, 中 不 相 邻 ,此 与 G 的 定义 相 矛 盾 .从 而 


每 条 边 e; 都 是 G, 的 边 , 类 似 地 证 明 : 每 条 边 扩 都 是 G 的 边 . 因 此 G = G,, 即 
ctG) 是 由 G 所 惟一 确定 的 ， 0 

在 构造 c(G) 的 过 程 中 ,每 浠 加 一 条 边 就 应 用 一 次 引 理 3.3.5, 由 可 得 到 如 
下 定理 . 

定理 3.3.7(Bondy, Chvatal,1976) ”一 个 简单 图 G 是 Hamilton 图 , 当 且 仅 当 
cfG) 是 Hamilton 图 . 0 

因为 至 少 有 三 个 顶点 的 完全 图 二 Hamilton 图 , 从 而 可 以 得 到 定理 3.3.7 的 一 
个 有 趣 的 推论 . 

推论 3.3.8 设 G 是 简单 图 , 且 ;y 之 3, 若 c(G) 是 完全 图 , 则 G 是 Hamilton 
图 ， 0 

但 是 ,车 GG 是 Hamilton 图 ,c(G) 不 一 定 是 完全 图 ,例如 ,5 圈 C;. 

推论 3,3,9{Ore,1960】 设 G 是 简单 图 ,v 渤 3, 且 对 于 GG 中 任 一 对 不 相 邻 的 
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相 蜡 顶点 zx 和 w, 有 4d(u) + d(v) 之 由 则 G 是 Hamitton 图 . 

证 明 ”因为 ce(G) 是 完全 图 ,所 以 由 推论 3.3.8 即 得 . 0 

根据 推论 3.3.9, 显然 有 : 

推论 3.3.10(Dirac, 1952) 设 G 是 简单 图 , 且 之 3,5 之 v2, 则 G 是 
Hamilton 图 . 各 

推论 3.3.11 设 G 是 简单 图 , 且 对 G 中 任何 一 对 不 相 邻 的 相 异 顶点 和 入， 
有 zfa) + d(v) 室 v -1, 则 GG 是 半 Hamilton 图 . 

证 明 车 v = 1, 则 推论 显然 成 立 .假设 v 之 2, 在 G 中 添加 一 个 硕 点 wo, 并 
且 使 m 与 V(G) 中 每 个 顶点 都 相 邻 , 得 到 一 个 新 图 , 记 作 G,, 则 G, 是 简单 图 ， 
v(G1) 宇 3, 并且 YvE€ VUG), de, (v) = de(v) +1, 于 是 对 G 中 任 一 对 不 相 邻 
的 相 异 顶点 & 和 w( 它 们 在 GG 中 也 不 相 邻 ), 有 

do Cu) + do (1) = delw) + delv) +2 vu(G) + 1= v(G), 
根据 Ore 定理 , G 中 存在 Hamilton 图 C, 从 而 C -ww 是 G 中 一 条 Hamilton 链 ,所 
以 G 是 半 Hamilton 图 . 品 
由 推论 3.3.11 部 得 ; 
推论 3.3.12 设 避 是 简单 图 ,并 且 1 之 (5 一 1)/2, 则 GG 是 半 Hamilton 图 . 
口 

Hamilton 图 的 另 一 个 充分 条 件 是 

定理 3.3.13[Chvital, 1972) ” 设 避 是 度 序列 为 (da …, 纪 ) 的 简单 图 ,这 
里 可 委 d 委 < 委 纪 了 3 若 对 满足 晤 志 m < v2 的 每 个 mm 都 有 4d,。 六 
v 一 4; 则 GG 是 Hamilton 图 . 

证 明 设 G 满 足 定 理 的 条 件 , 用 反 证 法 证 明 c(G) 是 完全 图 ,假设 c(G) 不 
是 完全 图 , 记 百 = c(G). 

设 w 和 ~v 在 妃 中 不 相 邻 , 目 使 dr(za) + dn(v) 尽 可 能 大 .不 妨 设 ifz) 所 
dntv), 由 cl(G) 的 定义 有 

du(u) + dn(v) 委 一 1， 
i 记 wm = dylan), Nm < 方 ' 令 
$5S= twE€E VOH)| mw & E(H)}, 
T= lw€E VAH) | ww & E(H)}. 
图 G 是 简单 图 , 故 
[ISI=v-1-d(w) yy -1-0y -1- dy(u)) = dy(u) = m, 
ITI=v-1-d(u)=v-1-m. 
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根据 w 和 的 选择 , S 中 每 个 顶点 在 太 中 的 度 志 dy(x) = mm, TU {fut 中 每 个 顶 
点 在 态 中 的 度 和 所 dy(v) 之 vy 一 m, 因 此 ,ce(G) 中 至 少 有 mm 个 顶点 的 度 不 大 于 mm， 
同时 至 少 有 y 一 mr 个 顶点 的 度 小 于 y -xn. 
因为 G 是 c(G) 的 支撑 子 图 ,所 以 G 中 顶点 的 度 也 有 上 述 性 质 , 即 
d, Sm < vl, dn Vm 
此 与 定理 的 条 件 相 了 矛盾. 0 


G, 人 


图 3.3.5 Hamilton 图 的 三 个 充分 条 件 的 比较 

下 面 考虑 图 3.3.5 所 示 的 两 个 图 C, 和 G: ,对 于 如 , 它 的 度 序列 为 (2,2,2,3， 
3,4),v = 6, 存 在 = 2 使 凡 委 网 去 vj2, 但 @& ,< 之 vm, 册 Chvital 定理 不 
能 判定 Gi 是 Hamitton 图 , 但 是 由 推论 3,3,8 可 以 判定 G 是 Hamilton 图 .对 于 图 
G,, 它 的 度 序列 为 (2,2,3,3,4),v = 5, 若 有 zm 使 得 dd 委 呈 二 vv2, 即 和 = 2, 则 
二 dd = 二 3 守 y 一 mm, 由 Chvital 定理 知 GG, 是 Hamilton 图 ,但 由 Ore 定理 不 能 
判定 G, 是 Hamilten 图 . 综 上 所 述 ,Chvatal 定理 比 OQre 定理 强 , 但 比 推论 3.3.8 纶 . 

按照 推论 3.3.11 的 证 明 方法 , 由 定理 3.3.13 即 得 

推论 3,3,14 ” 设 G 是 度 序列 为 (dg,…,d,) 的 简单 图 ,其 中 所 dj 所 … 斥 
d,, 车 对 满足 d。 < mm 之 (v + 1)j2 的 每 个 m 都 有 d,-。w 守 v-m, 则 避 是 半 
Hamilton 图 . 0 

”不 难看 出 , 若 G 是 Hamilton 图 , 则 G 必定 是 2 连通 图 ,因此 我 们 可 以 限制 在 

2 连通 简单 图 中 去 研究 Hamilton 图 的 存在 问题 . 

定理 3,3.15( 范 更 华 ,1984) ” 设 G 是 2 连通 简单 图 ,车 对 G 中 满足 d(x, vw) 
= 2 的 任 一 顶点 x 和 ww, 都 有 maxfd(w),d(v)| 之 v12, 则 G 是 Hamilton 图 . 

证 明 令 S= fv€E VG)1dtv) 突 vi21, 孝 S= V(G), 则 由 Dirac 定理 
知 ,G 是 Hamilton 图 .下 设 SCVIG),G,…,G, 是 G 一 5 的 连通 分 支 .根据 定理 
3.3.7, 不 妨 设 G[S] 是 完全 图 .又 由 假设 条 件 知 ,每 个 G (i = 1,…,n) 也 是 完全 
图 . 事实 上 ,车 某 个 G, 不 是 完全 图 , 则 由 例 1.4.1 知 ,存在 ,wv,wE V(G), 使 ww 
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[3 EKE(G,), 而 Uw TY [a E(G,), 即 delu, v) 三 de (u, v) 三 2， 于 是 Uw 或 vo EE S， 
了 矛盾， 
Yl 所 i 过 4, 令 
T= fvE€ ViG,) | 存在 wu € S,w € E(G)}. 
因为 G 是 2 连通 的 ,所 以 YL 过 ii < 二 0， 159 | 守 2; 当 1V(G) | 实 2 时 , 1 TT 1 六 
2, 并 且 Y1 志 i <j 坟 mn,S; 门 5S = 人 (车 有 vE€ SN Si; 则 由 5S, 的 定义 ,有 
wr 和 VG ),& 一 1,2, 使 (1， u2) 一 2， 从 而 由 假设 条 件 必 有 Hl 所 SS 或 xz E 
S, 政 盾 ) .由 此 不 难看 出 ,G 是 Harnilton 图 ， 0 
例 3.3.2 ”我 们 把 下 面 的 图 叫做 “ 马 图 ": 以 方 格 棋盘 上 的 小 方 格 为 顶点 , 当 
县 仅 当 一 格 能 以 马 的 一 步 跳 到 另 一 格 时 , 此 二 猪 所 代表 的 顶点 之 间 连 一 边 ， 
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图 3.3.6 马 图 


(1) 4x4 的 棋盘 上 的 马 图 (图 3.3.6(a)) 是 否 为 Hamilton 图 ? 即 马 从 任 一 方 
格 出 发 ,每 个 格 恰 跳 一 次 , 再 回 到 出 发 的 那个 方 格 ,是 否 林 能? 

(2) 5 x 5 的 棋盘 上 的 马 图 (图 3.3.6(b)) 是 否 为 Hamilton 图 ? 

(3) 8 x 8 的 棋盘 上 的 马 图 (图 3.3.6(c)) 是 否 为 Hamilton 图 , 即 在 国际 象棋 
棋盘 上 是 否 可 以 从 任何 一 个 方 格 跳 过 每 个 方 格 丛 一 次 再 回 到 原 出 发 的 方 格 ? 

解 

(1) 如 图 3.3.6(a) 所 示 ,4 个 标号 c 的 顶点 形成 一 个 4 圈 ,4 个 标号 4 的 顶点 
也 形成 一 个 4 图 ,4 个 标号 a 的 顶点 的 度 都 是 2, 每 个 标号 a 的 顶点 都 与 标号 是 5 
的 两 个 顶点 相 邻 ,于 是 把 四 个 标号 已 的 顶点 删除 后 , 将 得 到 6 个 连通 分 支 :一 个 
由 标号 c 的 顶点 组 成 的 4 图 ,一 个 由 标号 d 组 成 的 4 图, 四 个 孤立 项 点 a. 由 定理 
3.3.3 知 图 3.3.6(a) 不 是 Hamilton 图 , 即 蕊 从 任何 方 格 出 发 , 也 不 能 每 格 怡 跳 一 
次 叉 回 到 原 出 发 地 ， 

(2) 如 图 3.3.6(b), 图 上 的 顶点 a 的 度 为 2, 它 们 已 经 在 一 个 8 圈 上 ,所 以 这 
4 个 顶点 a 不 可 能 再 在 别 的 图 上 ,从 而 这 4 个 顶点 a 不 会 与 其 余 的 21 个 顶点 形成 
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Hamilton 溺 , 它 也 不 是 Hamilton 图 . 
(3) 图 3,3.6(c) 是 Hamilton 图 , 按 图 中 的 标号 从 小 走 到 大 , 即 得 一 个 
Hamilton 图 , 这 是 一 个 幻 方 , 它 的 每 行 与 每 列 之 和 皆 为 260. 口 


图 3.3.7 Petersen 图 


例 3.3.3 证 明 图 3.3.7 中 的 Petersen 图 G 不 是 Hamilton 图 . 

证 明 ( 反 证 法 ) 若 Petersen 图 是 Hamilton 图 , 则 它 必 有 Hamilton 圈 C, 即 C 
上 包含 G 的 所 有 顶点 , 且 每 个 顶点 在 C 上 的 度 均 为 2. 我 们 注意 到 , 边 子 集 E’ = 
favsy mv6y v2v7 9 V3v8; wo 是 G 的 一 个 边 割 , 故 C 上 必 会 有 E’ 中 偶数 条 边 . 

若 C 上 含有 互 ' 中 四 条 边 ,不 妨 设 这 四 条 边 为 gpvs,viwe, wu,vvey 即 C 上 
不 合 边 wu .考察 顶点 ww 和 w, 由 于 它们 在 C 上 的 度 均 为 2, 故 C 上 必 含 有 边 
vevws zzgy ww Usv4 ,上皇 考察 顶点 ww 和 翅 , 知 C 上 必 不 含 边 w mm 和 边 vswy,; 从 而 
C 上 必 含 边 vsw. 于 是 ,G 的 Hamilton 圈 C 上 必 合 圈 wwvswvevsvo 逆 盾 . 

同 理 可 证 ,C 上 也 不 可 能 含有 FEF’ 中 两 条 边 . 故 Petersen 图 不 是 Hamilton 图 . 

0 

对 于 Petersen 图 , 无 法 用 本 节 中 所 介绍 的 结论 判定 它 是 否 为 Hamilton 图 , 我 
们 只 能 针对 它 自身 的 特点 去 判定 .如 何 判 定 一 个 一 般 图 是 和 否 为 Hamilton 图 , 仍 是 
图 论 中 尚 待 解决 的 主要 难题 之 一 ,Hamilton 图 是 应 用 很 广 的 一 类 图 , 关于 
Hamilton 图 还 有 很 多 充分 条 件 ,这 里 我 们 不 再 效 述 . 


3.4 ”坚韧 度 


连通 度 和 边 连 通 度 都 是 刻画 图 的 连通 性 的 有 力 工具 , 但 是 随 着 图 论 的 深入 
发 展 , 人 们 发 现 它 们 又 存在 明显 的 不 足 之 处 . 如 图 3.4.1 中 的 三 个 图 G1, G, 和 
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G3», 显然 ,这 三 个 图 的 连通 度 都 是 1, 边 连通 度 也 都 是 1, 但 它们 的 连通 程度 是 不 
同 的 .一 般 说 来 ,我 们 认为 G 的 连通 性 比 G, 好 ,而 G, 的 连通 性 又 比 C, 好 ,原因 
在 于 车 从 G, 删 去 vw , 则 剩 下 的 图 有 二 个 连通 分 支 ;在 G, 中 删 去 vw, 则 剩 下 的 图 
有 三 个 连通 分 支 ;而 在 Gs 中 删 去 ww, 剩 下 的 图 就 是 四 个 孤立 顶点 ,有 四 个 连通 分 
支 .由 此 可 以 看 出 , 只 考虑 导 致 图 不 连通 所 需 去 掉 的 顶点 数 或 边 数 是 不 够 的 , 还 
要 进一步 考虑 使 图 变 得 不 连带 的 程度 , 即 连通 分 支 的 数目 .本 节 我 们 将 介绍 另外 
一 个 刻画 图 的 连通 程度 的 度量 , 那 就 是 图 的 坚韧 度 . 


wi V4 人 


0 Gs G, 


3.4.1 ”图 的 连通 程度 


设 所 是 v 阶 图 , 上 且 至 少 有 一 对 相 异 顶点 不 相 邻 , 则 妨 的 坚韧 度 (toughness) 记 
作 2(G), 定 义 为 


_ 1S _ 
(GG) = min| (Cs) SEVIG),w(G S$) 之 2|. 


当 图 G 中 任何 两 个 顶点 都 相 邻 时 ,规定 G 的 坚 霹 度 为 v(G) - 1. 
若 一 个 图 的 坚韧 度 大 于 或 者 等 于 4, 则 称 G 是 i 坚 梓 图 (1-tough graph) . 若 存 

在 S 忆 ViG),w(tG--S') 之 2, 且 SS" 满足 

1s” | 
w{G— SS’) 
则 称 S" 为 个 的 坚韧 度 顶点 集 (toughness vertex set), 简称 为 坚 卦 集 ,显然 ,- :个 连 
通 图 如 给 是,:(G) 便 惟一 确定 了 , 但 坚韧 集 却 不 一 定 惟一 .对 于 图 3,4.2 中 图 人， 
易 知 2:(G) = 1, 但 5 = joyz,9S = iuywyo6sl 都 是 G 的 坚 韦 集 , S, 与 S$, 不 但 
不 相交 ,而且 它 们 所 包含 的 顶点 数目 也 是 不 相同 的 ,因此 ,图 如 的 坚韧 集 不 惟一 ， 


在 图 3.4.1 中 有 三 个 图 G,, Gs 和 G3, 我 们 知道 :(G,) = 十 ,KG) = 地， 


i(G) = 


i(G) = 让， 因此 , 用 坚 业 度 的 概念 来 衡量 这 三 个 图 , 就 立刻 可 以 看 出 这 三 个 图 


连通 程度 的 差别 了 ,G: 的 连通 性 比 G, 的 好 , 比 G, 差 . 
因此 ,在 坚 利 度 意义 下 , 坚 硒 度 越 大 , 图 的 连通 性 就 越 好 ;反之 , 坚 霹 度 越 小 ， 
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Ww 


说 
6 
岛 


A 区 


图 3.4.2 图 G 的 坚韧 度 
图 的 连通 性 就 越 差 , 此 与 连通 度 和 边 连通 度 相 一 致 . 
由 图 的 坚 官 度 的 定义 ,容易 得 到 如 下 定理 . 
定理 3.4.1 设 ， 阶 轩 通 图 G 中 至 少 有 一 对 相 异 机 点 不 相 邻 , 则 
ye} 1 入 (GG) Eg 办 G 一 1， 


证 明 各 假设 可 类 存在 SC VCG), 使 得 CG - 5) >>2. 对 任意 这 样 的 S 
号 V(G), 有 
1 寺 | SI 过 vtG) -1, 
2 vw- SRIVIG- 5) | VG) |-1S$1RRviG) -1, 
从 而 由 t(G) 的 定义 得 
A 0 < 0 


特别 地 , 车 图 G 是 树 , 则 有 下 面 的 定理 ， 
定理 3.4.2 ” 设 人 是 树 , A 家 示 工 的 最 大 上 度 , 则 有 


i(T) = 六 


证 明 ”首先 我 们 证 明 ,对 任意 的 1 顶点 割 S = {vl}, 有 w(T-S$) = dtw). 
因为 个 无 圈 , 所 以 vv 的 邻 域 Ntv) 中 任意 两 顶点 不 在 了 -的 同一 连通 分 支 
中 , 即 w(T- 之 4d(v). 另 一 方面 ,又 由 全 连 通知 , w(T 一 v) 所 d(w). 因 此 必 有 
w(T -vwv) = d(v). 
当然 , 对 任意 无 圈 图 G, 易 见 w(G ~ 5) = wtG) -1+ dc(v). 
设 wm 为 度 最 大 的 顶点 ， 即 d(w) = 4A， 取 S。= fwl， 由 前 证 
1 So | 


-1 
oT So) = 4, 于 是 2:(T) 人 < TS) = A 


下 面 只 项 证 明 4(T) 之 六 
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设 $S= 1 如,…, 久 | 为 工 的 任意 顶点 荐 ,我 们 将 证 明 w(T 一 5S) 委 Zo). 
对 1 S | 用 归纳 法 证 明 . 当 18 | = 1 时 ,由 前 面 的 证 明知 道 结论 成 立 .假设 对 任意 
1S1 安 nn 一 1, 结 论 都 成 立 . 设 151= n,S = SM jv|, 则 由 归纳 假设 知 w(T 一 
< 2 ). 记 T = 本 - S ,因为 了 -是 无 圈 图 ,所 以 有 wf(T 一 w) = w(T 
一 1+ dr.(w), 从 而 有 
wT-5)= wT -uu)<w(T)+dr(u) 
< Baty) + dr(1) = Bd). 
由 归纳 原理 知 结 # 论 成 立 ， 因此 对 任意 顶点 割 5S, 有 
af{ 工 - S) 去 Ba) < S 1， 4， 


于 是 本 人 可 > 1 = 六 -由 5S 的 任意 性 知 :(T) 之 大 0 


由 于 链 也 是 树 , 且 最 大 度 是 2(v 3), 由 定理 3.4.2 易 得 如 下 推论 ，; 
推论 3.4.3” 设 记 是 长 为 vy 渤 3) 的 链 , 则 1(P) = 半 . 0 


图 的 坚韧 度 的 概念 是 由 Chvatal(1973) 提出 来 的 ,当时 人 们 提出 这 一 概念 是 
为 了 研究 图 的 Hamilton 性 , 和 用 坚韧 度 的 概念 , 我 们 可 以 把 定理 3.3.3(1) 叙述 
成 ; 若 怠 是 Hamilton 图 , 则 图 G 是 1 坚 霹 的 .1971 年 , Chviral 提出 猜想 ;车 G 是 2? 
坚韧 图 , 则 避 是 Hamilton 图 .这 一 狂想 至 今 尚 未 解决 .但 人 们 围绕 这 一 问题 做 了 
大 量 工作 , 对 图 的 芭 韧 度 本 身 也 有 大量 的 研究 .例如 ,有 人 和 研究 了 在 顶点 数 都 为 
坚韧 度 都 为 的 图 类 中 可 能 具有 的 最 大 、 最 小 边 数 是 多 少 , 以 及 如 何 构造 出 这 
样 的 图 .也 有 人 研究 了 另 一 方面 问题 , 央 在 顶点 数 都 为 vy, 边 数 都 为 e 的 图 类 中 ， 
可 能 具有 的 最 大 , 最 小 坚 砷 度 是 多 少 , 以 及 如 何 构 造 出 这 样 的 图 . 

与 图 的 坚 厢 度 :{G) 相对 应 ,Peng,Chen 和 Koh 提出 了 图 避 的 边 坚 韧 度 的 概 
念 . 设 G 是 一 个 非 平 几 连 通 图 , 则 G 的 边 坚 梓 度 (edge toughness) 记 作 :(G), 定 
义 为 

“(6) = nine 中 | 下 SEE(G)o(G-ED) 关 2 


如 果 G 是 平 几 图 或 非 连通 图 , 则 规定 二 (G) = 0. 虽 然 边 坚 厦 度 与 坚 御 度 的 
概念 在 形式 上 很 相似 , 但 它们 在 应 用 上 却 有 很 大 的 差别 .坚韧 度 主要 用 于 研究 图 
的 Hamilton 竹 , 而 边 坚韧 度 则 主要 用 于 考察 图 的 边 连 通 性 上 . 


定理 3.4.4 ”对 任何 非 平凡 连通 图 G, 有 和 0 < ，(G) < (6). 
证 明 ” 设 G 为 非 平凡 连通 图 , 从 而 G 中 存在 边 割 .车 E' 为 G 的 边 割 , 则 
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w(G 一 ) 之 2, 于 是 有 
(6G) = mint tat SS 1 EE(G),w(G~ FE’)>2 
所 minf1 E11|E’ 为 G 的 边 割 |= x'(G). 

下 面 证 明 4E} < (6). 

对 任意 使 w(tG - E') 闫 2 的 边 子 集 E’, 设 w(tG-E)= n+1,0G,G,,…， 
Gi 为 G -FE' 的 各 连通 分 支 .由 GG 连 通知,FE = [VGG),V(G) VVIG,)] 为 G 
的 边 割 (; = 1,2,…,n + 1). 不 妨 设 | EE | = in | FE, 1, 则 | EE | 守 2 过 
i 二 ! | ,于 是 


IE| _IFEFI、 ntl El 
GE nn 2 ll> 2 
由 屯 " 的 任意 性 , 即 知 1(G) > 6. 


另外 , 需要 说 明 的 是 , 对 任意 满足 广 < 5 态 r 的 整数 r 和 s, 存 在 图 G, 使 得 


ii(G) = rt(G) = *. 对 于 坚韧 度 和 连通 度 , 则 显然 有 !(G) 和 二 x(G). 


习题 三 


1. 求 Ks, W,(n + 1 阶 办 图), Petersen 图 的 连通 度 和 边 连通 度 . 
2.0) 证 明 :如 果 忆 是 简单 图 . 且 e > | “> ]j , 则 G 过 通 ; 

(2) 对 ，> 4, 求 边 数 。 = | ”> ! 的 非 连通 简单 图 

3.(1) 证 明 :如 果 G 是 简单 图 生 8 >L 二 ] ~ 1, 则 G 必 连 通 ; 


(2) 当 y 为 偶数 时 , 求 出 一 个 不 连通 的 简单 (L 性- 1) 正则 图 . 


4, 证 明 : 如 果 G 是 简单 图 , 且 $ 之 (vy + +2)12, 则 GG 为 & 连通 图 (提示 :证 
明 从 台中 删 去 & -1 个 顶点 之 后 仍然 连通 ,利用 题 2(1) 中 的 结论 ) ， 


pg IE’ | ph 
5, 对 任何 图 G, 证 明 :w (G) = min DG EY-1 E 为 G 的 边 割 j. 
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6.(1) 设 G 为 简单 图 , 且 8(G) 之 v(G) - 2, 证明 w(G) = 6(G); 

(2) 构造 简单 图 G, 满足 8(G) = v(G) -3,xfG) < 8(G). 

7.(1) 设 有 之 0, 又 GG 是 上 边 连通 图 , 边 集 EE 满足 1 EE’ 1= 大 证明:w(G 一 
五 ) 委 2; 

(2) 给 出 一 个 上 连通 图 (k > 0), 其 中 存在 顶点 集 了 “满足 1Y 1= “, 且 使 
得 :of(G -YY ) >2. 

8. 设 整 数 上 和 ! 满足 1 所 志 二 构造 图 G, 和 G,, 满 足 

(1) 对 某 一 个 顶点 xz 有 kw(G) = ,x(G1 -x)= i; 

(2) 对 某 一 条 边 zy 有 «x(G - 了) = kr (G, -177) = 上 4. 

9. 证 明 : 不 是 块 的 连通 图 至 少 有 两 个 块 ,每 个 恰 有 一 个 割 点 . 

10. 证 明 ;G 中 块 的 个 数 等 于 w + 24(6(v) -1), 其 中 5(w) 表示 G 中 包 合 


v 的 块 的 个 数 . 
11. 构造 一 个 vy 为 偶数 、e 为 奇数 的 Euler 图 . 


12. 设 G 为 Euler 图, 证明 w(G -wv) 声 廊 d(v). 


13. 对 于 哪些 n,K, 和 W, 是 Hamilton 图 ? 
14. 证 明 , 如 果 G 中 有 人 制 边 或 如 是 人 项 点 数 为 奇数 的 二 部 图 , 则 G 不 是 
Hamilton 图 . 


15. 证 明 : 如 果 简单 图 G 满 足 ,之 3, 且 e 之 | ” > 1 +4+2, 则 G 是 Hamilton 图 . 


16. 一 只 老鼠 想 吃 位 于 一 个 3x3x3 立 方 体 上 的 乳 酷 , 它 要 借助 于 打 洞 的 方 
法 通过 所 有 的 27 个 1x1x1 的 子 立方 体 , 如 果 它 从 一 个 角 上 开始 , 依次 走向 未 吃 
的 立方 体 , 问 它 吃 完 时 能 否 恰 在 立方 体 的 中 心 ? 

17, 设 G 是 k& 边 连通 图 ,车 G -wv(YwvE V(G)) 不 再 是 & 边 连通 图 , 则 称 G 
是 临界 & 边 连 通 图 ; 若 台 -ef(YyeEE(G)) 不 再 是 上 & 边 连通 图 , 则 称 G 是 极 小 
上 边 连通 图 . 

(1) 证 明 6 阶 临界 2 边 连 通 图 的 最 大 边 数 是 7; 

(2) 证 明 6 阶 极 小 2 边 连 通 图 中 度 为 2 的 顶点 数 至 少 有 4 个 ， 

18, 求 LK ,.) 和 4(W,). 

19. 试 构造 图 G 满足 x (G) = 3, 而 上 0(G) = 2， 


20. 试 构造 边 数 最 多 的 a 阶 图 G 满足 !(G) = 辽 ， 
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独立 集 和 窗 盖 是 图 论 研 究 的 主要 内 容 之 一 . 本章 将 重点 介绍 关于 二 部 图 匹 
配 的 Hall 定理 , 并 将 其 推广 ,给 出 判定 一 个 集 族 存 在 相 异 代表 系 的 充 要 条 件 , 还 
讨论 了 相 异 代表 系 的 应 用 和 存在 完美 匹配 的 充 要 条 件 . 


4.1 独立 集 和 覆盖 


图 的 独立 集 是 图 论 研究 的 主要 对 象 之 一 ， 

设 $ 是 图 G 的 顶点 集 V(G) 的 子 集 ,车 S 中 任意 两 个 顶点 在 G 中 都 不 相 邻 ， 
即 G[S] 是 空 图 , 则 称 S 是 G 的 一 个 顶点 独立 集 , 简称 为 独立 集 (independent 
set) . 反 过 来 , 若 S 中 任意 两 个 相 异 顶点 在 G 中 都 相 邻 , 即 G[S] 是 完全 图 , 则 称 S 
是 如 的 一 个 团 fclique) ,有 个 顶点 的 独立 集 称 为 上 独立 集 {k independent set) 妆 个 
顶点 的 团 称 为 上 困 (k clique) ,显然 , 简单 图 G 的 任何 一 个 顶点 都 是 它 的 1 独立 
集 , 也 是 1 团 . 易 知 ,S 是 简单 图 G 的 贰 , 当 且 仅 当 S$S 是 G 的 补 图 G 的 独立 集 . 由 于 
空 集 乡 是 任何 图 的 独立 集 , 并 且 图 如 中 每 个 独立 集 的 任何 子 集 仍 是 G 的 独立 集 ， 
因此 我 们 感 兴趣 的 是 最 大 独立 集 .G 中 顶点 数 最 多 的 独立 集 称 为 是 G 的 最 大 独 
立 集 (maximum independent set).G 中 最 大 独立 集 的 顶点 数 叫 和 做 图 G 的 独立 数 , 记 
作 a(G). 鲍 如 ,对 于 图 4.1.1 中 的 图 G, fz,wv| 是 G 的 2 独立 集 ,但 它 不 是 最 大 独 


图 4.1.1 图 的 独立 集 
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立 集 .|y, 4,2wl, Er, zx,v|, |r,wws zz| 和 |x,w, wut 都 是 G 的 最 大 独立 集 , 因 此 ,G 
的 独立 数 a(G) = 3. 

例 4.1.1 假设 在 某 种 信号 传输 中 , 基本 信号 集 B = 161,56,,…, 5,1 .已 知 
线路 失真 和 其 他 异常 情况 会 导致 有 些 信号 发 生 错 乱 . 信 号 b, 与 5 发 生 错乱 是 指 
或 者 输入 为 5 但 输出 为 6;, 或 者 输入 为 6 而 输出 为 6,,i 关 j .对 于 这 些 情 况 ,聪明 
的 做 法 是 不 用 整个 基本 信号 集 吕 , 而 是 从 B 中 选择 具有 如 下 特性 的 一 个 最 天 子 
集 B, 使 B, 中 的 任何 两 个 信号 都 不 发 生 错乱 .用 顶点 z 表示 信和 号 已 (E = 1,2， 
…, nn), 当 且 仅 当 三 与 b; 发 生 错乱 时 ,在 与 w 之 何 连 一 条 边 ,从 而 得 到 一 个 n 
阶 简单 图 G. 于 是 求 上 述 的 B, 等 价 于 求 G 的 最 大 独立 集 . 品 

在 一 个 图 中 , 与 独立 集 相应 的 是 边 独立 集 (edge-independent set). 所 谓 边 独 
立 集 就 是 两 两 不 相 邻 的 连 杆 的 集合 . 边 独 立 集 有 一 个 更 形象 ,更 常用 的 名 称 叫 做 
匹配 (matching) ,在 以 后 各 章 中 我 们 只 用 匹配 这 一 概念 , 而 在 本 章 , 为 了 与 点 独 
交集 相对 应 ,我们 仍 用 边 独立 集 这 一 名 称 . 边 数 最 多 的 边 独立 集 称 为 最 大 边 独立 
集 (maximum edge-independent set) .局 中 最 大 边 独 立 集 的 边 数 叫做 局 的 边 独 立 
数 , 记 作 a (G). 例 如 |zy,xw, zi 是 图 4.1.1 中 图 分 的 最 大 边 独立 集 , 因 此 ,图 C 
的 边 独 立 数 a'(G) = 3. 

例 4.1.2 第 二 次 世界 大 战 时 , 英国 某 飞 行 大 队 由 来 自 世 界 各 地 的 = 各 飞行 
员 组 成 ,飞行 天 队 的 每 架 飞 机 必须 由 两 名 飞行 员 冯 驶 .但 由 于 语言 和 训练 方式 等 
诸 种 原因 , 某 些 飞 行 员 适 合同 机 飞行 , 另 一 些 飞 行 员 则 不 能 则 机 飞行 , 问 应 怎样 
搭配 飞行 员 , 才能 使 尽 可 能 多 的 飞机 同时 飞行 ? 

每 个 飞行 员 用 一 个 顶点 表示 , 当 且 仅 当 两 个 飞行 员 适 合同 机 飞行 时 , 在 相应 
的 顶点 筒 连 一 条 边 ,这样 得 到 了 一 个 = 阶 简单 图 全 .上 述 飞 行 员 搭配 问题 就 相当 
于 求 G 的 最 大 边 独立 集 . 0 

图 G 的 窗 盖 (covering) 是 指 G 的 顶点 集 的 一 个 子 集 , 它 包含 GG 的 每 一 条 边 的 

至 少 一 个 端点 ,因为 V(G) 是 GG 的 一 个 禾 盖 ,所 以 任何 图 都 存在 宜 盖 .顶点 数 最 
少 的 竹 盖 称 为 最 小 答 盖 (minimum covering).G 中 最 小 鹤 盖 的 顶点 数 称 为 G 的 窗 
瘟 数 , 记 作 B8(G). 例 如 ,对 于 图 4.1.1 中 图 G, |x,wv,zt 是 它 的 最 小 蓝 盖 , 即 8(G) 
= 3., 

例 4.1.3 设 某 市 交 营 队 要 在 主要 街道 的 某 些 交 叉 路 口 设置 岗亭 , 假设 每 
个 岗 享 上 的 交警 能 观察 到 该 路 口 的 所 有 衔 道 的 交道 状况 .为 了 保证 交通 的 畅通 ， 
应 当 使 全 城 所 有 主要 街道 的 交道 状况 都 在 交警 的 视线 中 , 问 至 少 要 设置 多 少 个 
岗亭 ? 

我 们 把 主要 街道 的 交叉 路 口 用 顶点 表示 , 两 个 交叉 路 口 之 间 的 一 段 街道 对 
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应 于 相应 顶点 之 间 的 一 条 边 , 得 到 简单 图 G. 岗 训 设置 何 题 等 价 于 求 G 的 徐 盖 
数 ， 0 
定理 4.1.,1 设 KK,M 分 别 为 图 G 的 徐 盖 和 边 独 立 集 ,车 IK1=1M1, 则 K， 
M 分 别 是 图 G 的 最 小 葛 盖 和 最 大 边 独立 集 . 
证 明 ”因为 天 包含 太 中 每 一 条 边 的 至 少 一 个 端点 ,而 且 夺 中 任何 两 条 边 都 


不 会 有 公共 端点 , 故 必 有 | M1| 志 1K |. 特别 地 ,对 于 图 G 的 最 大 边 独 立 集 M" 和 
最 小 窗 盖 玉 , 亦 有 1M"' 1 所 1 民 1. 于 是 
| MII M’ [IK ISIKI. 


由 于 已 知 1M 1=1K 1, 因 此 必 有 1M1=1M* 1=| 民 1=1K1, 从 而 M 为 最 大 
边 独 立 集 ,KK 为 最 小 徐 盖 . 口 

定理 4.1.2 设 $ 是 顶点 集 V(G) 的 一 个 子 集 , 则 S 是 G 的 独立 集 的 充 要 条 
件 是 V(G)\ S 为 G 的 窗 盖 . 

证 明 

(二 ) 设 S 是 G 的 独立 梨 , 则 GG 的 任何 一 条 边 都 至 少 有 一 个 端点 是 V(G)\S 
中 的 顶点 , 故 VCG)\ S 是 G 的 净 盖 . 

(< 守 ) 设 V(G)\S 是 G 的 藉 盖 , 即 G 的 任何 一 条 边 都 至 少 有 一 个 端点 属于 
VCG) \ S, 从 而 G 的 任何 一 条 边 都 不 可 能 有 两 个 端点 都 在 S 中 , 亦 即 S$ 中 任何 两 
个 顶点 都 不 相 邻 , 故 S 是 G 的 独立 集 . 0 

定理 4.1.3 ”对 任何 图 G, 有 cfG) + 8(G) = v(G). 

证 明 设 S 是 G 的 一 个 最 大 独立 集 ,K 为 G 的 最 小 崔 盖 , 则 由 定理 4.1,2 知 ， 
V(G)\ KK 是 G 的 独立 集 ,V(G)NS 是 G 的 蓝 盖 , 因此， 

xf(G) -BCG) = 1 VO NK | a(0), 
即 ctG) + B(G) > vy(G). 

同 理 有 v(G) -a(G) =1VG)MSI 台 8(G), 即 有 a(G) + 8(G) 所 v(G). 
于 是 a(G) + B(G) = v(G). 口 

与 狂 盖 相对 应 的 概念 是 边 禾 盖 . 设 工 是 图 G 的 边 集 E(G) 的 一 个 子 集 , 如 果 
G 的 每 个 顶点 都 是 中 某 条 边 的 端点 , 则 称 工 是 G 的 边 竹 盖 (edge-covering). 显 
然 , 一 个 图 有 边 窗 盖 的 充 要 条 件 是 它 没 有 孤立 点 . 当 图 G 没有 孤立 点 时 , 它 的 边 
集 E(G) 就 是 一 个 边 窗 盖 ,而 这 样 的 边 簿 盖 没 有 太 多 意义 ,我 们 关心 的 是 边 数 最 
少 的 边 蓝 盖 , 称 这 样 的 边 蓝 盖 为 最 小 边 蓝 盖 (minimum edge-covering).G 中 最 小 
边区 盖 的 边 数 叫做 分 的 边 著 盖 数 , 记 作 PF(G). 例如, 对 于 图 4.1.1 中 的 图 G， 
zy, wz, tw| 是 最 小 边 莹 闵 , 因 此 ,图 G 的 边 米 盖 数 8'(G) = 3. 

由 定理 4.1.2 和 定理 4.1.3 知 ,独立 集 和 答 盖 之 间 有 很 强 的 关系 ,但 边 独 立 
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集 和 边 窗 盖 之 间 却 没有 这 么 好 的 关系 .如 在 长 为 3 的 链 P; = vv2v3v 中 ,和 vw， 
vtal 为 P; 的 边 独 立 集 ,但 ECPyO) 和 [ow = fvsv3| 不 是 P; 的 边 窗 益 ;又 
如 在 KK 中 ,任意 两 条 不 租 邻 的 边 都 是 边 狐 董 ,其 补 集 有 4 条 边 ,并 不 是 K 的 边 独 
立 集 , 然 而 边 独立 数 a (G) 和 边 窗 盖 数 8 (G) 之 间 仍 然 存在 着 类 似 于 定理 4,1,3 
的 简单 关系 ,这 就 是 著名 的 Gallai 定理 . 
定理 4.1.4{Gallai,1959) 车 5(G) >0, 则 a (tG) + 8(G) = v{G). 
证 明 设 M 是 G 的 最 大 边 独 立 集 ,U 是 不 与 M 中 边关 联 的 顶点 集合 , 则 
1M = a(G), 1Ul= vy 一 2a (G). 因 为 8(G) > 0,M 是 最 大 边 独 立 集 ,所 以 
品 中 任何 两 个 相 蜡 顶点 不 相 邻 , 且 U 的 每 个 顶点 都 有 E(G) \ M 的 边 与 之 美 联 ， 
从 而 存在 EE 富 E(G)\ M, 1 E |=1U1, 且 EE 中 每 条 边 恰好 与 中 一 个 顶点 
关联 , 显然 M UE’ 是 G 的 边 答 盖 , 因 此 ， 
BIG)EIMUE I=IMI+IE 1=IMI+IU| 
=a (G+{(y -2 (GG) =v-a(G). 
于 是 a (G) + PP(G) Ev(G). 
设 工 是 G 的 最 小 边 缆 盖 , 今 瑟 = G[, 则 vy(H) = y(G)=v. 设 MM 是 过 的 
最 大 边 独 立 集 , 用 辟 表 示 互 中 不 与 M 中 的 边关 联 的 顶点 的 集合 , 故 1 U1=v 一 
214M1. 因 为 #( 万 ) >0,M 是 五 的 最 大 边 独立 集 , 所 以 由 前 面 的 证 时 中 类 似 的 讨 
论 知 ,存在 已 它 ECE)NMH=TLYM, IE II=EDTI, 从 而 1 上 NMIzTUD 即 
1 工 1-1MI=IFLNMIEBIUI=y-21MI， 
故 1 LI+tlM | 尘 v. 
因为 玉 是 G 的 子 图 ,所 以 训 是 G 的 边 独 立 集 ,于 是 a (G) 守 | M 1, 即 a’ (GG) 
+ BC(G) 宇 v(G). 综 上 所 述 ,a (GG) + BIG) = v(G). 口 
独立 集 的 概念 类 似 于 边 独立 集 的 概念 ,但 它们 在 理论 研究 上 却 有 很 大 不 同 . 
关于 边 独 立 集 ( 即 匹 配 ) 的 有 关 结 论 ,我 们 将 在 下 一 节 介 绍 .和 家 对 而 言 , 我 们 对 独 
立 集 却 知之 其 少 ,特别 是 目前 还 不 知道 求 图 的 最 大 独立 集 的 有 效 算法 .独立 集 与 
连 道 度 之 间 有 密切 联系 , 若 顶点 子 集 S$ 是 图 G 的 独立 集 , 则 Y(G) - S 就 是 G 的 
一 个 项 点 割 , 易 知 e(G) + x(G) 委 wx(G). 下面 的 定理 给 出 了 独立 教 与 连通 度 之 
间 的 关系 . 
定理 4.1.5(Bondy,1978) ” 设 G 是 bv( 宇 2) 阶 简单 图 , 且 对 G 中 任何 不 相 邻 
的 相 异 顶点 z+ 和 y, 均 有 d(z) + dly) 之 v, 则 a(G) 专 x(G). 
证 明 ”由 已 知 条 忻 易 证 G 大 连通 图 .车 G 为 完全 图 K,, 则 a(K,)=1&v 
一 1 = rx(K,), 结 论 成 立 , 下 设 G 不 是 完全 图 . 
【 反 证 法 ) 着 a(G) 实 x(G) +1, 设 $S 和 TT 分 别 是 G 中 最 大 独立 集 和 最 小 顶 
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点 割 , 则 有 
1ISI=a(G)=a 守 2, | TI= x(G) = k. 
设 G,G,,…,G 是 G -个 的 连通 分 支 ,! 六 2, 则 由 S 是 独立 集 知 
[Ne(z) U Ne(y) | vy -a Yr,y ES. 
于 是 Yx,y € 5S, 有 
[Netz) MN Nely)|= INeCr)|+ [Ne(y)|- [Ne(x) UY Ne(y)| 

= do(x) + do(y) - [Noe(z) YU Noely)| 

之 v-(v-a)=a 之 k+l1. 
注意 到 ,与 属于 G -全 的 不 同 连 通 分 支 的 两 顶点 同时 相 邻 的 顶点 只 能 属于 了, 而 
17T1=&< 巡 上 +1. 故 上 式 表 明 , 在 如- 了 T 中 , 怡 有 一 个 连通 分 支 含 S 中 顶点 .不 
妨 设 SSVGD)UT,rE€ VG) 门 $5S. 令 y€ ViG,), 则 

[Ne(x) U Ne(W Ev- 1sSNVG)|-1 


=y—-a+lSN| TI-1. {4.1.1) 
又 因为 NG(zx) 站 Ne(ly) 己 T'S, 所 以 
| Netz) NN Nety) [R-IISNTI. {4.1,2) 


综合 式 (4.1.1) 和 式 (4.1.2) 得 
de(x) + de(3) = [Ne(z) U Nely)|+ {Nelz) N Noely)| 
lv-a+l SNTI-D+(-ISNTI) 
二 y 一 二 点 一 1 之 vy 一 2， 
与 已 知 矛 盾 . 所 以 a(G) 所 x(G). 口 
由 定理 4,1.5 立即 得 到 推论 4.1.6， 


推论 4,1,6 设 G 是 v( 之 2) 阶 简单 图 ,着 $ 写 二, 则 a(G) 坊 x(G). 


0 

定理 4.1.5 中 条 件 “ 对 任何 不 相 邻 的 相 灌 硕 点 fz 和 yy, 均 有 d(x) + dcfy) 之 
vy” 不 能 减弱 为 “对 任何 不 相 邻 的 相 异 硕 点 x 和 yy, 均 有 doe(x) + doly) 守 y-1". 
如 图 4.1.2 中 图 G,, 易 见 a(G1) =3>2= x(G). 

定理 4.1,7(Chvétal，Erd6s,1972)” 设 G 是 vy( 之 3) 阶 简单 图 , 若 <fG) 六 
et), 则 GG 是 Hamilton 图 . 

证 明 车 a(G) = 1, 则 G 是 y 阶 完全 图 ,因而 是 Hamilton 图 .下 设 a(G) 守 
2. 由 于 x(G) 闫 a(G) 守 2, 所 以 G 含 图. 设 忆 是 G 中 最 长 茹 ,下 面 证 明 C 中 含有 
G 的 全 部 顶点 ， 

( 反 证 法 ) 若 C 不合 避 中 所 有 顶点 , 则 VCG)\ V(C) 非 空 , 令 H 是 G -VC) 


二 
2? 
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So 


图 4.1.2 ”反例 


的 任何 一 个 连通 分 支 , 并 令 fzri,zz, ,zj 是 C 中 与 末 相 邻 的 顶点 集 . 由 于 <(G) 
之 2, 因 此 1 之 2. 由 C 的 最 长 福 和 HH 的 连通 性 知 z,, rz,…*z 在 C 上 互 不 相 邻 . 
所 以 v(C) > i, 并 且 {zx,x2,…,z| 是 G 的 一 个 顶点 制 .从 而 <(G) 委 -， 

给 圈 C 沿 顺 时 针 方向 定向 , 取 C 上 的 顶点 yj,y,,…,% 福 中 xsy; E E(C), 且 
方向 为 从 zx; 指向 y (i = 1,2,…, 人 ). 令 Y= fy y2,…; 11 ,我们 断言 了 必 为 GG 
的 独立 集 .事实 上 ,车 Y 不 是 G 的 独立 集 , 即 存在 yy; E E(G). 令 通过 日 中 顶点 
连接 z, 和 x 的 (zx,zx) 链 为 Pj, 则 CC ~ xy, -zy + yy + Ps 是 G 中 一 条 比 C 更 
长 的 图 , 故 Y 了 必 为 GG 的 独立 集 . 因 y 与 xz; 相 邻 , 故 y 不 与 日 中 任何 顶点 相 邻 . 任 
取 Yo 七 VY( 五 ), 则 9 = {yo, yi yz "Yl 是 GG 的 独立 集 , 且 

a(tG) 之 ISI=1+1l2x(G)+1, 
与 已 知 矛盾 .于 是 C 必 包 含 G 中 所 有 顶点 , 即 G 为 Hamilton 图 . 0 

定理 4.1.7 中 条 件 “x(G) 之 a(G)” 同 样 不 能 减弱 为 “x(G) 之 a(G) -全 ,如 
图 4.1.2 中 图 GG, 显然 G, 不 是 Hamilton 图 , 且 x(Gs) = 1,a(G,) = 2, 即 有 
rk(G) a(G)—1. 


4.2 ”匹配 


所 谓 匹 配 就 是 4,1 节 中 介绍 的 边 独 立 集 ， 

设 M 是 图 G 的 一 个 匹配 ,v 是 G 的 一 个 顶点, 若 v 与 M 中 边关 联 , 则 称 M 人 饮 
和 uv 或 "是 M 的 饱和 点 (OM-saturated vertex), 人 理 则 称 M 不 饱和 ww, 或 称 % 是 M 非 
饱和 点 (Munsaturated vertex) .车 G 中 两 个 顶点 w 和 ww 与 M 中 同一 条 边关 联 , 则 称 
4 和 vw 在 M 中 配对 (mate). 

最 大 边 独立 集 又 称 为 最 大 匹配 fmaximm matching}). 显然 ,G 的 最 大 匹配 MM 
满足 | M1 志 vy 有 2. 车 G 中 存在 边 数 为 sj2 的 还 配 M, 即 G 中 每 个 顶点 都 是 M 人 饱和 
点 , 则 称 M 是 G 的 完美 匹配 {perfect matching) .图 4.2.1(b) 中 的 粗 边 集合 就 是 一 


第 四 章 。 喷 配 与 相 异 代表 系 65 


个 完美 匹配 . 易 知 ,G 中 匹配 M 是 完美 匹配 , 当 且 仅 当 MM 为 G 的 医 盖 .图 4.2.1(a) 
中 的 粗 边 集合 就 是 一 个 最 大 匹配 ,但 它 不 是 完美 匹配 , 它 不 饱和 顶点 ww 和 vs. 


(b) 


图 4.2.1 图 的 匹配 和 完美 匹配 


设 M 是 G 的 一 个 匹配 ,G 中 一 条 M 交错 链 (M-alternating chain) 是 指 其 边 交 
错 地 属于 E(G)\ M 和 MM 的 一 条 链 .例如 在 图 4.2.1(a) 图 中 , 取 匹 配 MM = fowe， 
wves vavs1; 则 wivevrvzve 是 MM 交错 链 . 一 条 连接 两 个 不 同 的 M 非 饱和 点 的 M 交 
错 链 称 为 M 增 广 链 (M-augment chain) ,显然 ,车 G 中 存在 M 增 广 链 , 则 3M 必然 不 
是 G 的 最 大 匹配 ,这 是 因为 , 设 P = weiuw…zwnexsiwaxl 是 人 中 一 条 M 增 广 链 ， 
则 

M = MOE(P) = (M\ | ez e4, °°*, e2m1) U [ei, e3, ,erm+i! 

是 G 的 匹配 (P 上 的 顶点 至 多 与 M' 中 一 条 边关 联 ), 且 1M 1=1MI+1 同时， 
还 可 以 证 明 它 的 逆 命 题 成 立 , 即 

定理 4.2.1(Berge,1957】 图 G 中 匹配 M 是 最 大 还 配 , 当 且 仅 当 G 中 不 存在 
M 增 广 链 . 

证 明 ”只 人 须 证 明 充 分 性 .假设 M 不 是 最 大 匹配 , 设 M 是 G 的 一 个 最 大 匹 
配 , 则 1MI<IM 1， 

令 理 = G[M 加 OM].YvE VIH),v 要 么 与 M 或 M 中 一 条 边关 联 , 要么 与 
M 和 M 中 各 一 条 边关 联 , 即 dn(w) 筷 2, 从 而 玉 的 每 个 连通 分 支 或 者 是 其 边 交错 
地 属于 M 和 MM 的 一 个 偶 圈 , 或 者 是 其 边 交错 地 属于 M 和 MM 的 一 条 链 . 由 于 
| M' | >IMI, 因 此 , 末 中 至 少 有 一 个 连通 分 支 王 , 它 所 包含 的 属于 NM 的 边 比 属 
于 邮 的 边 要 多 .显然 这 个 连通 分 支 卫 只 能 是 一 条 链 , 上 且 起 点 和 终点 都 是 M 饱和 
点 , 即 M 非 饱 和 点 , 故 P 是 一 条 M 增 广 链 . 0 

由 Berge 定理 , M 增 广 链 就 是 能 使 M 的 边 数 增加 的 M 交错 链 , 这 启发 我 们 可 
以 通过 寻找 增 广 链 的 方法 来 找 出 图 的 最 大 匹配 ， 
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4.3 ”二 部 图 的 匹配 和 覆盖 


首先 我 们 来 介绍 一 类 重要 问题 指派 问题 (assignment problem), 也 称 为 
人 员 分 配 问 题 . 设 某 单 位 有 wm 名 工作 人 员 z,,x2,…, zx 和 项 工作 yy，…, y,， 
问 能 哲 给 每 个 人 恰好 分 配 一 项 他 胜任 的 工作 , 且 每 项 工作 至 多 分 配给 一 名 胜任 
该 项 工作 的 人 员 ? 这 个 问题 可 以 用 图 论 的 语言 子 以 表达 , 令 X = |ziyzrz,…， 
zn = 32 构造 二 部 图 G = (X,Y,EE) 如 下 : Yl 所 i 所 m1 入 j 
坊 nn, 当 且 仅 当 人 员 zx 胜任 工作 yy 时 ,xy E 王 . 于 是 指派 问题 就 等 价 于 同 G 中 
是 否 存 在 一 个 饱和 义 的 所 有 项 点 的 匹配 ， 

对 于 指派 问题 , 下面 的 Hali 定理 给 出 了 这 种 分 工 方案 是 否 存在 的 一 个 充 要 
条 件 . 为 了 方便 叙述 , 先 引 进 一 个 记号 . 设 S 是 图 G 的 顶点 集 V(G) 的 一 个 子 集 ， 
称 No(S) = UNe(v) 为 $ 在 G 中 的 分 域 .在 不 致 混 清 的 情况 下 , Nc(S) 简 记 为 
N(S)., 

定理 4.3,1(Hall,1935} 设 G= (X,Y,EE) 是 二 部 图 , 则 G 中 存在 饱和 久 的 
每 个 顶点 的 匹配 , 当 且 仅 当 

1 N(S) | 宕 | S$S1,¥YSCX. 


证 明 

(过) 设 M 是 G 的 一 个 饱和 其 中 所 有 顶点 的 匹配 , 且 S 导 多 .因为 $ 的 每 个 
顶点 都 是 MM 饱和 点 ,所 以 S 的 每 个 顶点 必 与 N(S) 中 某 个 顶点 在 M 中 配对 ,而 且 
由 匹配 的 定义 ,与 $ 中 不 同 的 顶点 配对 的 顶点 是 不 同 的 ,所 以 | N(S) | 之 1 S 1. 

(二 儿 反 征 法 ) 设 M" 是 G 的 一 个 最 大 匹配 , M* 不 饱和 多 的 所 有 顶点 . 设 
是 多 中 一 个 M" 非 饱 和 点 ,2 是 G 中 所 有 通过 M" 交错 链 与 a 相连 接 的 顶点 的 集 
合 , 故 w EE 2Z. 令 

S=XN2Z,T= YNZ. 

因为 M ”是 最 大 匹配 , 所 以 G 中 不 存在 M 增 广 链 ,因此 , 除 ww 外 ,2Z 中 每 个 
顶点 都 是 M" 饱和 点 , 而且 Z\ fu1 中 顶点 在 M” 中 两 两 配对 .于 是 1 了 |=| 
S\{lull=1S1-1. 

现在 证 明 N(S) = .由 于 对 任意 y E T,G 中 有 一 条 由 ww 到 y 的 M" 交错 链 
Q, 居 此 ,由 GG 蚌 二 部 图 知 ,在 Q 上 与 y 相 邻 的 顶点 必 户 于 及, 即 属 于 S, 从 而 y EE 
N(S), 另 一 方面 ,对 任意 的 y E N{S), 记 S 中 与 y 相 邻 的 顶点 为 x, 令 号 起 从 
到 zr 的 M" 交错 链 . 若 y 在 P 上 , 则 P 的 (w,y) 节 是 一 条 从 到 y 的 M” 交错 链 ， 
即 y ET; 耕 则 , 因 x € ,zx EX, 故 PP 的 长 度 为 偶数 ,其 最 后 一 条 边 是 M* 中 
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的 边 ,从 而 zy &@ M ,于 是 P+ 是 从 w 到 y 的 M" 交错 链 , 即 y E 工 ,这 就 证 明 
了 N(S) = 工 .从 而 
[NS) 1=1TI<1I1S1， 

此 与 充分 性 的 假设 相 矛 盾 . 口 

将 Hall 定理 应 用 到 正则 二 部 图 ,可 得 

推论 4.3.2” 设 G 是 正则 二 部 图 ,& > 0, 则 G 有 完美 匹配 . 

证 明 设 G= (X,Y,EE) 蚌 大 正则 二 部 图 ,从 而 有 1XI=1El=kIY|， 
而 >0 故 1X1=1Y1， 

YSEX, 设 五 是 与 S 中 顶点 关联 的 边 的 集合 .E; 是 与 N(S) 中 顶点 关联 
的 边 的 集合 ,由 此 有 五 伍 瑟 ; ,于 是 

NISI1=1E | 守 | E/ |=k&1S1, 

从 而 1 N(S) | 之 1 5S 1. 由 Hall 定理 知 ,G 中 存在 饱和 和 的 所 有 顶点 的 匹配 , 设 为 
M. 因 为 | XX1=|1Y1, 故 计 是 G 的 一 个 完美 匹配. 口 

推论 4.3.2 中 条 件 “G 是 二 部 图 " 是 必 不 可 少 的 ,图 4.3.1 中 国 就 是 3 正则 图 ， 
但 它 没 有 完美 匹配 .实际 上 , 对 任何 友之 2, 存在 大 正则 简单 图 使 其 不 含 完美 匹 
配 


图 4.3.1 3 正则 图 且 无 完美 匹配 
由 定理 4.1.1 的 证 明 可 知 ,任何 图 GG 均 满 是 a’(G) 委 BCG) ,一 般 说 来 ,这 个 
不 等 式 中 等 号 并 不 一 定 成 立 ,例如 对 长 为 2n + 1 的 圈 Cn, 有 a {Cn) = m， 
BC = nn +1. 但 是 对 任何 不 售 奇 圈 的 图 G, 确 实 有 a(G) = BC(G). 这 就 是 
下 面 的 Kanig 定理. 
定理 4.3,3(Kenig, 1931) ”二 部 图 G 的 最 大 匹配 的 边 数 等 于 最 小 窗 盖 的 顶 
点 数 , 即 a (G) = BCG). 
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证 明 ” 设 二 部 图 G = (X,Y,E),M" 是 G 的 最 大 匹配 ,U 是 多 中 M" 非 饱 
和 顶点 的 集合 . 若 避 = 9@, 则 1 M” 1=1X1, 注 意 到 和 是 G 的 一 个 徐 盖 ,由 定理 
4.1.1 知 ,是 最 小 徐 盖 ,从 而 定理 成 立 . 若 UU 关 人 GB, 用 2Z 表示 G 中 与 U 中 顶点 有 
M" 交错 链 相 连 的 顶点 的 集合 , 则 UCZ. 令 $= 站 2Z,T=Y 人 2, 与 Hall 定 
理 的 证 明 中 有 关 论 证 相似 , 可 得 

T= N(S), | S\UI=1TI. 

因为 工 = N(S), 即 G 中 不 存在 一 端点 属于 S 而 另 一 端点 属于 Y\ 工 的 边 , 亦 

即 G 中 任意 一 条 边 至 少 有 一 个 端点 属于 丁 或 X\ S, 所 以 TU (X\ S) 是 G 的 一 


个 赣 盖 , 记 为 天 ,显然 有 
1M I=|X\UI=ISMUI+tIX\S|, 


从 而 有 
[IM I=I1TItIXNSI=IKI, 
由 定理 4.1.1,K 是 G 的 最 小 复 盖 ,从 而 定理 成 立 ， 0 
推论 4.3.4 ” 设 避 是 无 孤立 点 的 二 部 图 , 则 G 的 独立 数 等 于 边 窗 盖 数 , 即 
a(G) = BF'(G). 
证 明 ”由 定理 4.3.3 知 a (G) = B(G), 而 由 定理 4.1.,3 和 定理 4.1.4 知 
a(G) + B(G) = a (GG) + B(G), A 从 而 a(G) = B'(G). 蝇 


推论 4.3.5 设 4 为 ma xia 的 矩阵 ,4 的 一 行 或 一 列 称 为 一 条 线 , 则 4 中 两 
两 不 属于 问 一 条 线 的 0 的 个 数 的 最 大 值 等 于 包含 4 的 所 有 的 0 的 线 数 的 最 小 
值 . 

证 明 ”我 们 构造 二 部 图 G = (X,Y,E) 如 下 :X = {zz ,Ta|,Y = 
fy, 32，… ,41, 当 且 仅 当 & 的 第 i 行 第 i 询 元 素 为 0 时 ,zy € EE, 显然 ,4 中 两 
两 不 属于 同一 条 线 的 0 的 集合 对 应 于 G 中 的 匹配 ,而 包含 4 中 全 部 0 的 线 的 集 
合 对 应 于 G 中 其 盖 . 由 Kinig 定理 知 推论 成 立 ， 品 

推论 4,3,5 其 实 是 Ksnig 定 理 的 一 个 等 价 形式 , 换 句 话说 ,由 推论 4,3,5 也 可 
以 推出 Kenig 定理 ， 

推论 4.3.6 设 二 部 图 G = (X,Y,E),k 之 1.n = maxl| XI,1YI|, 且 e 
> (£ -1)n, 则 a (G) 并 . 

证 明 因为 G 蚌 二 部 图 , 且 n = maxilXX1, 1Y|1, 故 A(G) 过 nn, 即 GG 中 
每 个 顶点 至 多 炸 盖 "条 边 . 设 天 为 6 的 一 个 最 小 蓝 盖 , 则 并 至 多 昔 盖 | 六 1. nn 条 
不 同 的 边 ,于 是 |KK 1. nr 守 e > (kk 一 1)n, 从 而 有 1KR1> 上 -1, 即 BtG) 之 &. 
再 由 Kinig 定理 立即 得 到 g'(G) 渤 上 ， 品 

下 面 我 们 根据 Berge 定理 和 Kenig 定理 给 出 求 二 部 图 G = 〈X,Y, 王 ) 中 最 大 
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匹配 的 一 个 算法 , 这 个 算法 通常 称 为 匈牙利 算法 ,因为 这 里 介绍 的 寻找 增 广 链 的 
标号 法 是 由 匈牙利 学 者 Egerviry 最 早 提出 来 的 . 它 的 基本 思想 是 ;对 于 已 知 的 匹 
配 M, 从 式 中 的 任 一 选 定 的 M 非 侈 和 点 出 发 ,用 标号 的 方法 寻找 M 增 广 链 , 如 果 
找到 M 增 广 链 , 则 就 可 以 得 到 增 广 ; 和 否则 ,从 芒 中 另 一 个 M 非 饱和 点 出 发 , 继 
续 寻 找 M 增 广 链 .重复 这 个 过 程 直到 G 中 不 存在 增 广 链 时 结束 .由 Berge 定理 ， 
此 时 的 匹配 就 是 G 的 最 大 匹配 ,匈牙利 算法 的 具体 步 台 如 下 . 

Step0 ”在 二 部 图 G = (X,Y,E) 中 任 取 一 个 匹配 M{ 可 取 M = 乡 ), 所 有 项 
点 都 没有 标号 . 

Stepl 《标号 ) 

1.1 如 果 和 中 没有 M 非 侈 和 点 , 则 M 为 最 大 匹配 ,结束 ;否则 ,把 无 中 每 个 
M 非 饱 和 点 给 予 标 号 "- 1” 和 "未 检查 ”. 

1.2 “如果 式 中 所 有 标号 的 顶点 都 已 检查 , 转 Step3; 和 否则 , 取 针 中 已 标号 未 
检查 的 顶点 z;. 

1.3 ”车 所 有 与 > 相 邻 的 顶点 都 已 标号 , 则 把 二 改 为 已 检查 , 转 1.2; 和 否则 ， 
转 1.4. 

1.4 ”把 所 有 与 z, 相 邻 的 未 标号 顶点 y 都 给 予 标 号 "i". 若 其 中 某 个 y 是 M 
非 饱和 点 , 转 Step2; 否 则 对 所 有 ,把 与 在 MM 中 配对 的 顶点 zp 给 巴 标 号 “j” 和 
未 检查 ,并 把 xz, 改 为 已 检查 , 转 1.2. 

Step2 ( 增 广 ) 从 得 到 标号 的 了 中 , M 非 饱和 点 yx 开始 反 向 和 追踪, 一直 找到 
标号 为 -1"” 的 苹 中 M 非 饱 和 点 zx; 为 止 ,得 到 G 中 必 增 广 链 P, 令 MM: = MM 外 
E(P), 取 消 G 中 所 有 顶点 的 标号 , 转 Step1. 

Step3 M 是 G 的 最 大 匹配 ,结束 ， 

例 4.3.1 求 图 4.3.2 中 二 部 图 的 最 大 匹配 ， 


Xi X72 | pp| Xs 


为 DD » EA » 


图 4.3.2 ” 求 二 部 图 的 最 大 匹配 


解 ”选取 初始 匹配 M = |zaya, Xx3Y3,Tsys1, 应 用 名 牙 利 算法 的 类 代 过 程 如 
图 4.3.3 所 示 ( 其 中 粗 边 表示 匹配 的 边 ). 0 
下 面 我 们 来 证 明和 匈牙利 算法 的 正确 福 , 为 此 只 人 须 证 明 算 法 在 Step3 结束 时 M 
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多 » 只 与 用 纺 用 六 » 

4 4 

图 4.3.3 ”二 部 图 最 大 匹配 的 求解 过 程 
蚌 最 大 匹配 .根据 算法 的 步 驴 , 当 算 法 在 Step3 结束 时 ,和 中 所 有 标号 顶点 都 已 检 
查 , 但 没有 找到 M 增 广 链 . 令 S 是 XX 中 所 有 标号 硕 点 的 集合 ,TT 是 Y 中 所 有 标号 
顶点 的 集合 , 则 N(S) = T. 把 叉 中 的 所 有 MM 非 饱和 点 的 集合 记 为 U, 则 SN\U 和 
工 中 顶点 都 是 M 人 饱和 点 , 由 算法 知 , S\ UU 中 顶点 与 中 顶点 在 MM 中 两 两 配对 ,县 


1SMUI=|1TIl. 记 工 = {XS) UT, 由 Kenig 定理 知 , | M 1= 141, 因 此 ,MM 
为 G 的 最 大 匹配 . 


4.4 ” 相 异 代表 系 


在 4.3 节 中 ,我 们 介绍 了 指派 向 题 .车 指派 问题 无 解 , 即 不 存在 一 种 安排 使 
得 每 名 员工 都 做 他 胜任 的 工作 ,那么 我 们 想 知 道 最 多 可 以 有 多 少 位 员工 被 安排 
做 他 所 胜任 的 工作 .车 指派 问题 有 和 解 , 则 我 们 希望 知道 有 多 少 种 不 同 的 分 工 方 
案 . 

设 mm 名 员工 的 集合 为 到 = xi, 72，…, zn1 ,7 项 工作 的 集合 为 Y= 1y, yy， 
= A 是 集合 了 的 mm 个 子 集 构成 的 子 集 族 ,每 个 A 代 
表 员 工 r 所 能 胜任 的 工作 集合 , 若 立 中 存在 元 子 集 了 = 1 ,t;,…, 4t| 满足 
i EA EE At EE A 则 称 全 为 集 族 sf = 1A1,A,,…,A。| 的 一 个 代表 
系 (representatives). 如果 全 中 的 元 素 两 两 互 不 相同 , 则 称 代表 系 了 为 集 族 sj 的 
相 异 代表 系 (systermn of distinct representatives) .这 种 称呼 的 直观 意义 是 明显 的 , 那 
就 是 tf € A 表示 ti 是 A 的 代表 ,而 1 与 i (i 关 间 互 不 相同 表示 及 与 4 其 有 不 
同 的 代表. 显然 , 若 所 有 的 A 非 空 , 则 sf 有 代表 系 ,但 却 不 一 定 有 相 异 代表 系 . 
一 个 自然 的 问题 是 ;怎样 的 of 具有 相 异 代表 系 ? 

为 了 研究 怎样 的 sz = 14，， 4 …,4| 才 具有 相 异 代表 系 ,我们 构造 相应 的 


二 部 图 G = (X,Y,E):X= lr,z Tal,Y = jy …, | 二 Uh; 边 集 E 
中 舍 有 边 xiy, 当 且 仅 当 y E A. 于 是 zy 有 相 异 代表 系 等 价 于 G 中 含有 饱和 XX 
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中 每 个 顶点 的 匹配 .由 Hali 定理 ,可 以 得 到 一 个 集 族 有 相 异 代表 系 的 充 要 条 件 . 

定理 4.4.1 和 集 族 wy 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 YT CE 11,2,…,m}, 有 

1 UA 1 之 1 了 了 1. 0 

当 某 集 族 没有 相 异 代表 系 时 ,我 们 希望 确定 集 族 中 有 相 异 代表 系 的 集合 的 
最 大 数目 .首先 ,我 们 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4.4.2 设 有 A,,A,,…,A, 是 集合 S 的 m 个 子 集 ,r 是 正 整 数 > 志 严 , 则 
集合 族 wf = 1A1,A,,…,A。| 中 存在 r 个 集合 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 YI CS 
11,2,…,m|, 有 

1 A | 宇 | 了 1- (mm -rr). 

证 明 令 下 是 由 m 一 7 个 元 素 构 成 的 集合 ,并 且 与 9S 没有 公共 元 素 , 于 是 下 
与 每 个 A, 也 没有 公共 元 素 . 考 虑 集 族 Al UF,A; UF,…,A。 UF. 

首先 证 明 集 族 A, ,4A:,…,A, 中 的 个 集合 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 Ai WU F， 
AU FEF,…，,A。 U 有 相 异 代表 系 . 

一 方面 , 当 集 族 4, ,4A:,…,A4A, 中 存在 -个 集合 有 相 异 代表 系 时 ,不 妨 设 这 > 
个 集合 为 A ,A,,…,Ai, 它 们 的 代表 元 分 别 为 e1,e;,…,e,, 义 设 F = |, 了,，…， 
所 -ri 则 个 = {ey ez per 矿 , 户 ,大 就 是 AU ERA UF,…,A, UF 的 
一 个 相 蜡 代表 系 . 

另 一 方面 , 设 Ai UF,A, UP AU F 有 相 异 代表 系 工 = {xiv x2s **s 
zn1. 因 为 下 只 有 wm 一 r 个 元 素 , 所 以 十 中 至 多 有 wm -个 元 束 属 于 下 , 即 代 中 全 
少 有 rr 个 元素 属于 S .不 妨 设 x, x，,…, 工 , 这 r 个 元 素 都 属于 S, 这样, 相应 的 A， 
A,,…,A, 就 有 相 异 代表 系 . 

由 定理 4,4.1 知 , 集 族 A UF,As UF,…,A, UL 下 有 相 异 代表 系 , 当 且 仪 当 
YTSS1l,2,…,m|, 有 

LU(4 U F) 1111. (4.4.1) 

而 A NF = OOVYi = 1,2,…,m), 故 

IWh UF) 1=1YA 1+1 F 1=1YA; I+ Gm -7), 
于 是 式 (4.4.1) 即 为 

{UA I>- (m- 7) +IIl. (4.4.2) 
这 说 明 式 (4.4.2) 成 立 等 价 于 A, U F,A: UF,…, A LU 下 有 相 异 代表 系 .而 A， 
UF,A, UF,…,A, UF 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 有 A,A,,…, A 中 有 > 个 集合 
有 相 异 代表 系 . 品 
由 定理 4.4.2 知 , 集 族 sf 中 有 + 个 集合 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 对 每 个 了 忆 
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11,2,…, m1, 有 
1UA lr (m-t11), 
即 1UA 1+ (m -1T1) 之 r, 于 是 7 的 最 大 值 ro 即 为 1 UA 1+ (m -111) 的 最 
小 值 , 即 
ra = min{ | WA 1+ Cm -1 TDIITC ,2,.,m}}. 
综 上 得 到 : 
定理 4.4.3 ” 设 集 族 wf = 1A),A,,…,A,1, 则 st 中 有 相 异 代表 系 的 集合 的 
最 大 数目 mo 为 
ro = min{ TDA; t+ Gn -tT DN ES {41,2 mt}. 0 
例 4.4,1 现 有 6 名 员工 Zi: 了 2，"… ,To 种 6 项 工作 yy ,yz,…, Ye; 设 A 为 员 
工 xz; 适合 做 的 工作 的 集合 ,其 中 
4 = {y1, 2 三 {yi 73，74，35|， 
A, = 1y,, yel, As 三 1y1, y2, 35， 
As = jy, yet, As 三 {ya yas ys}. 
问 ; 是 否 有 一 种 工作 分 配方 案 使 每 个 员工 都 做 他 适合 的 工作 ?如 果 这 种 方案 不 让 
在 ,那么 最 多 可 以 使 多 少 人 做 他 们 适合 的 工作 ? 
解 ” 作 二 部 图 G = (X,Y,EE) 如 图 4.4.1 所 示 . 注 意 到 对 T= {1,3,4,5|, 有 
LU4 1=1A1U A UA UA 1= 11,2,61 = 3, 而 且 111= 4, 由 定理 4.4.1 知 ， 
使 每 个 员工 都 做 自己 合适 的 工作 的 分 配方 案 是 不 存在 的 . 


图 4.4.1 例 4.4.1 中 指派 问题 对 应 的 二 部 图 


下 面 考察 最 多 可 以 使 多 少 个 员工 做 自己 人 台 适 的 工作 .由 定理 4.4.3 知 
min{ I YA: I+ (6—1I DIIS {1,2,:,61}= no. 


易 知 
min{ 1 UA I+t (6-6|1T1= 6,7TE 11,2,.…,6|}= 6， 


min{ 1 WA I+1| 171= 5,T 11,2,.…,61}=7, 
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min{1UA I+2 TI1= 4,1S11,2,.…,6}}= 5, 
min{| UA I+3| 1T1= 3,1CS 11,2,.",6}}= 6, 
min{ | UA I+4 171= 2,1S 11,2,.…,6}}=7, 
min{1 YA: +5 171= LTS {1,2,..,61}=7. 
综 上 ,我 们 得 到 ; 
ro = min{l YA; 1+ (x -11 DIG!1,2,...,6}} 
= min{6,7, 5,6,7,7} = 5, 
即 最 多 可 以 使 5 个 人 做 自己 适合 的 工作 .但 我 们 仍然 不 知道 究竟 是 哪 5 位 员工 ， 
以 及 如 何 安 排他 们 的 工作 .我 们 可 以 利用 4,3 节 中 给 出 的 匈牙利 算法 具体 求 出 ， 
例如 可 按 如 下 方式 安排 工作 :ri 做 工作 为 ,za 做 工作 yz 做 工作 yx 做 工 
作 ye，zs 做 工作 办， 品 
接 下 来 ,我 们 讨论 相 蜡 代表 系 的 计数 问题 , 当 集 族 wf = 14,，A，…，,A 有 
相 异 代表 系 时 ,我 们 希望 进一步 知道 集 族 w 有 多 少 个 不 同 的 相 异 代表 系 .这 是 
一 个 很 复杂 鸥 计数 问 题 ,这 里 ,我 们 只 给 出 它 的 一 个 下 界 . 
定理 4.4.4 ” 设 集 族 sf = 1A1,4,,…,A1 有 相 异 代表 系 , 且 每 个 子 集 A 至 
少 包含 上 个 元 素 , 列 有 
(1) 车 i 志 mx, 则 wy 至 少 有 zi! 个 不 同 的 相 异 代表 系 ; 
(2) 车: > mm, 则 至少 有 二 个 不 同 的 相 异 代表 系 ， 
证 明 
(1) 用 归纳 法 .对 于 m = 1, 则 : = 1, sf 有 惟一 一 个 相 异 代表 系 ,结论 成 立 ， 
现在 我 们 假设 结论 对 于 每 一 个 m” < m 是 成 立 的 , 我 们 要 证 明 它 对 只 = 14,， 
访 ，…, 太 ,| 也 成 立 .分 两 种 情形 讨论 . 
Ci) YTS 42,…mh, 且 1TI< m, 有 | A| 之 1 TH+1. 
任 取 A; 中 一 个 元 素 a1, 在 集 族 好 的 其 他 集合 中 只 要 出 现 ai 就 去 掉 它 . 如 
此 得 到 Az = As\ iaiih3 = As\ jarl,…,An = 4vjicii. 记 集 族 f= 
jh 43 局 本 由 于 YTS 12,3,…,m}( 此 时 显然 有 111< m) 有 | WA | 之 | 
T+ 1 从 而 | UAi | 之 站 Uh; | -1 之 1 11. 由 定理 4.4.1 知 x “有 相 异 代表 系 .由 
归纳 假设 wf“ 至少 有 (zt - 1)! 个 不 同 的 相 异 代表 系 .再 由 a, 的 任意 性 知 sf 至 少 
有 电 个 不 同 的 相 异 代表 系 . 


(ii ) 存在 集合 和 1,2,…, ml 的 某 个 子 集 和 2， 使 | 岂 4 


二 上 & 且 k < 
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3 
mm 不妨 设 语 = 1,i; = 2,…, = &, 即 | UA | 二 记 ， 


在 这 种 情况 下 ,有 :所 | Ai <IUA 1 = 大 . 

由 归纳 假设 , 集 族 fA1, A,,…, A 至 少 有 z! 个 不 同 的 相 异 代表 系 . 设 其 中 的 
一 个 代表 系 为 下 ”= jaaz ,ar 在 集合 AAA 中 ,及 出 现 T 中 
的 元 素 就 去 掉 它 , 如 此 得 到 4 = AAAT",A = A NT’,-…,A* = 
Au T" .我 们 断言 集 族 sf ”= 1A81,AR2,…,A1 有 相 异 代表 系 , 即 只 ”满足 


定理 4.4.1 的 充 要 条 件 .事实 上 ,由 于 | A| = 及 |{ UADU (A) | 之 + 
TI(YICIR+1,k+2,. ml) 

[UA | U AU {UA)I- AI| 

“ 了 

守 k+lTI-k=|11|. 

这 样 ,我 们 就 证 明了 对 集 族 14 ,4:,…, 么 | 的 任 一 相 异 代表 系 工 ” ,相应 的 集 族 
5 = 1140Awa 4 也 至 少 有 一 个 相 民 代表 系 , 并 且 这 两 个 相 蜡 代表 系 
的 并 集 就 构成 了 集 族 的 一 个 相 异 代表 系 . 由 归纳 假设 14,,4:,…,Ax+ 至 少 有 
夺 个 不 同 的 相 异 代表 系 ,因此 , % 也 至 少 有 i! 个 不 同 的 相 异 代表 系 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 (2). 0 

通过 把 相 异 代表 系 的 有 关 理 论 应 用 于 拉丁 方 , 我 们 将 证 明 任 意 n 阶 拉丁 方 
都 是 存在 的 ,并且 得 到 n 阶 拉丁 方 个 数 的 一 个 下 界 . 

一 个 mx zn 拉 填 和 矩 (latin rectangle) 是 指 一 个 mx x n 矩阵 MM = (xm;), 其 元 素 
ms 为 满足 1 专 wmy 达 的 整数 , 且 属 于 同一 行 或 同一 列 的 任意 两 个 元 素 不 相等 . 
由 定义 知 避 迄 n. 当 m= nn 时, 称 n x 拉丁 从 为 n 阶 拉丁 方 (]atin square). 

定理 4.4.5 ”对 任 一 个 mw x 拉丁 短 驾 = (mj), 可 增加 -各 个 新 的 行使 
几 扩充 为 一 个 拉丁 方 . 

证 明 设 ACS {1,2,…,n|, 它 由 不 包 全 在 拉丁 给 M = (on ) 第 i 列 中 的 
元 素 组 成 ,i = 1,2,…, nn .显然 每 个 4 中 包含 了 = 一 严 个 元 素 . 令 集 族 st = fA,， 
A, ,及 ,上 ,我 们 来 证 明 sy 满足 定理 4.4.1 的 充 要 条 件 , 即 sz 有 相 异 代表 系 . 

YiE€ 11,2,…,ni, 由 于 i 在 M 的 每 一 行 中 仅 出 现 一 次 , 且 每 列 中 的 两 个 元 
素 互 不 相同 ,可见 i 在 m 个 不 同 列 中 出 现 w 次 ,根据 集合 A 的 定义 ,元 素 恰好 
包含 在 只 的 nn 一 mm 个 子 集中 . 

假若 sz 不 满足 相 异 代表 系 存在 的 条 件 , 即 存在 并 个 数 1 委 羡 去 忆 二 …… 苹 


i 忆 坟 使 | 以久 |= Lk 一 1 但 是 由 A 的 ! 个 元 素 的 每 一 个 在 这 个 并 集中 最 
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多 只 可 能 出 现 n - m 次 ,因此 
>) 1 4 ln- mm) (kk -Dn m). 
另 一 方面 , 因为 每 个 集合 A; 包含 hn - xm 个 元 素 , 故 有 


> 1 A l= k(n — m), 
了 矛盾. 

综 上 ,我 们 证 明了 和 集 族 wf 有 租 蜡 代表 系 ., 设 {i, i,,…, ,| 为 wf 的 一 个 相 蜡 
代表 系 ,因为 数 i,, i,,…, i, 两 两 不 同 , 所 以 它 恰好 是 自然 数 1,2,…, x 的 一 个 排 
列 ,通过 把 ,i,…, i 这 一 行 加 到 zm x 2 拉丁 和 矩 中 ,我 们 就 得 到 了 一 个 (xm +1) 
x n 拉丁 和 矩 .这 个 过 程 可 以 继续 进行 , 直到 得 到 一 个 x 阶 拉丁 方 为 止 . 0 

自然 数 1,2,…, 有 的 任 一 排列 都 可 以 看 成 是 1 x n 拉杆 盾 , 利用 定理 4.4.5， 
我 们 可 以 把 1 x x 拉丁 矩 扩充 为 一 个 zz 崔 拉 丁 方 .因此 ,任意 ” 阶 拉丁 方 都 是 存 
在 的 ,当然 任意 m x nn 拉丁 矩 (za < n) 也 是 存在 的 .下 面 的 推论 给 出 了 mxx 拉 
丁 算 个 数 的 一 个 下 界 . 

推论 4.4.6 ”由 自然 数 1,2,…,n 组 成 的 mm x n 拉丁 和 矩 (mm 所 nn) 至 少 有 1 
(nn 一 m+1)1 个 . 

证 明 因为 自然 数 1,2,…,n 的 排列 共有 wn! 个 ,所 以 由 1,2,-…, nt 组 成 的 1 
x 拉丁 算 有 n! 个 ,由 定理 4,4,5 知 ,每 一 个 1xn 拉丁 所 都 可 通过 加 入 新 的 一 行 
而 得 到 扩充 , 且 这 新 的 一 行 是 w = 1A,As,…,A1 的 一 个 相 异 代表 系 .由 A 的 
定义 易 见 每 个 A, 都 包含 了 za -1 个 元 素 . 由 nn -1< = 及 定理 4.4.4 知 wf 至 少 
有 (mn 一 1)1 个 不 同 的 相 异 代表 系 , 因 此 ,每 个 1x nn 拉丁 给 至 少 可 以 生成 (x -1)1 
个 2xza 拉 丁 插 .继续 这 个 过 程 ,直到 得 到 闫 行 为止. 这样, 我们 至 少 得 到 >1(a -~ 
Dn 一 m+ 1)1 个 m xn 拉丁 矩 . 口 

值得 一 提 的 是 , 这 不 是 个 令 人 满意 的 下 界 , 对 于 = 阶 拉丁 方 ,n > 3 时 ,误差 
就 很 大 了 .Yamamoto(1951) 证 明了 当 m < Yn 时 ,mm x n 控 丁 矩 的 渐 近 值 为 


(x1}™e-(?) . 
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本 节 讨 论 一 个 图 存在 完美 匹配 的 充 要 条 件 , 为 方便 起 见 , 我 们 称 有 奇 ( 偶 ) 
数 个 顶点 的 连通 分 支 为 奇 ( 侦 ) 分 支 ,并 用 o(G) 表示 图 G 的 奇 分 支 的 个 数 ， 
定理 4.5.1(fTutte,1947) ”图 GG 有 完美 匹配 , 当 且 和 仪 当 
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ofG- S$S)EISI,YSCVG)., (4,5.1) 

证 明 

(一 ) 设 G 有 完美 匹配 M,S CVG),Gi, Gi,…,G, 是 G-S 的 所 有 奇 分 支 ， 
因为 G 是 奇 分 支 , 且 GG, 的 每 个 顶点 都 是 M 人 饱和 点 ,所 以 G; 中 必 有 一 个 顶点 wu 与 
一 个 属于 S$ 的 顶点 在 M 中 配对 ,i = 1,2,…,k. 而 M 中 的 边 互 不 相 邻 , 即 顶点 
vi v29-… 五 不 相同 ,因此 有 of(G -5S) 志 1 $1. 

{二 ) 设 G 满足 式 (4,5.1), 对 v(G) 用 归纳 法 证 明 G 有 完美 匹配 ,首先 注意 
到 , 取 S = 乡 时 有 of(G) = 0, 即 >(G) 为 偶数 .显然 , 当 v(G) = 2 时 ,由 式 (4.5.1) 
可 推出 G 有 完美 匹配 .现在 假设 v(G) = x 实 2, 并 假设 一 切 阶 小 于 n 且 满 足 式 
(4.5.1) 的 图 均 有 完美 的 匹配 . 

首先 证 明 : 存 在 非 空 S 己 VCG) 使 式 (4.5.1) 中 等 号 成 立 . 事实 上 ,Yu E 
V(G), 了 到 S= 1v|, 于 是 GS 蚌 奇 阶 的 ,因而 olG - S) 守 1=15S1, 故 由 式 
(4.5.1) 知 olG -SS)}=15S|. 

其 次 , 设 56 是 使 式 (4.5.1) 中 等 号 成 立 的 顶点 数 最 多 的 5. 设 G, Gs,…,G 
是 各 - So 的 所 有 奇 分 支 ,1 扫 ! = 131. 而 且 当 G- So 存在 偶 分 支 时 , 设 九 ,万 ,， 
…, 瓦 , 是 和 - So 的 全 部 侦 分 支 . 

(1) YL 和 二 7 委 加, 瑟 有 完美 匹配 .这 是 因为 YS CV(H), 有 

olG -$0) + ol(H - $) = olG - (So U 5)) 
ISUSI=IS1+lS|. 
故 由 ofG - 5) =1 So | 知 o( 于 -5S) 筷 | 5S 1., 由 归纳 假设 ,及 有 完美 匹配 . 

(2) Y1< < 雪上 和 uneEYG),G -wv 有 完美 匹配 .假若 不 然 ,由 归纳 假设 
知 , 必 有 SCYCGI 一 v), 使 

ofG; -mm 一 5)>131. (4.5.2) 
因为 VCG, - vwv) | 为 侦 数 ,所 以 1 VG; -yz-S)1 与 1S1 有 相同 的 奇偶 性 ,而 
o(G; -zz-S) 与 |1YG -YY-S) 1 也 具有 相同 的 奇偶 姓 , 由 式 (4.5.2) 知 o(G, 
-vwv- 5S) 之 | S$S 1+ 2, 于 是 有 
lSol+1+IS|=IS0U {viUsI 
olG- (So YU {fv}l US) 
=o(G—- $6)-1+o(G -vv— 5S) 
宇 | So 1+| SI1+1. 
这 表明 集合 S。U {vi U S 也 使 (4,5.,1) 式 中 等 号 成 立 ,此 与 5; 的 最 大 性 矛盾 . 
(3) G 中 包含 ! 条 形 如 wiw; 的 互 不 相 邻 的 边 ,其 中 € So,v €E VG,),i = 
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1,2, …,, 为 了 证 明 这 个 断言 , 我们 构造 一 个 二 部 图 H = (X,Y,E);X = zi， 
X29 XA,Y = So; 并 且 和 Yzx EE XX,u EE So, 当 且 仅 当 G 中 有 一 条 连接 wu 与 6, 中 
某 顶点 的 边 时 , rz E E ,于 是 ,上 述 断 言 等 价 于 玉 中 存在 饱和 芒 中 所 有 项 点 的 匹 
配 ,而 对 后 者 可 以 应 用 Hall 定理 .YYSSX, 今 S = Nir(S), 根 据 百 与 G 的 关系 ， 
S 对 应 的 那些 G 必定 是 G - $S 的 奇 分 支 , 故 


1SI&o(G - S$’). {4.5.3) 
义 由 条 件 式 (4.5.1) 知 
ofG -$AIS 1=| Ns(S) 1, (4.5.4) 
综合 式 (4.5.3) 和 式 (4.5.4), 1S 1 各 | Ns(S) 1, 因 此 图 玉 满 足 Hall 定 理 的 条 件 ， 
从 而 玉 中 存在 饱和 XX 的 所 有 顶点 的 匹配 . 


如 图 4.5.1, 册 (1), (2) 和 (3) 知 G 有 完美 苞 配 .这 蚌 因 为 , 设 Mi 是 (3) 中 形 
如 uv; 的 1 条 互 不 相 邻 的 边 的 集合 ,其 中 心 后 Sm E VG) 过 i 所 ). 由 (2) 


知 ,G; -wv 有 完美 马 配 My(l 志 i 之 门 , 记 届 L = UM 由 (1) 知 ,再 有 完美 匹配 
My(1 所 j 才 mm), 记 Ms =UMy. 显 然 M = MU M; U Ms 是 G 的 完美 匹配 . 


0 
G -5 的 奇 分 支 G -3 的 偶 分 支 


~ De 
CO C—O oo 0—0 
- 4 ss C0 a o—0 
0 oo OC—0 


图 4.5.1 图 G 的 完美 尼 配 
推论 4.5.2 ”每 个 & - 1 边 连 通 的 偶 阶 上 正则 图 G 都 有 完美 匹配 . 
证 明 当下 = 1 时 ,推论 显然 成 立 . 下 设 k 之 2. 令 SCV(GG). 当 S = 人 急 时 ， 
因 G 连通 , 且 vy(G) 为 侦 数 , 故 有 o(G -3S) = ol(G)=0=1S1. 当 Sz 人 时 ， 
设 GG2,…,G, 是 G -~ S 的 所 有 奇 分 支 , 即 ofG - S) = 2 并 假定 G, 与 5 之 间 
恰 有 mx 条 边 (1 过 i 之 以 ) .因为 G 是 & -1 边 连 通 的 ,所 以 mm, 守 上 一 1. 另 一 方 
面 , 由 于 GG 是 正则 的 ,因此 , Y1 志 i 所 n, 有 
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m= Bd) -2e(G) = ke v6) -2e(G), 


6) 


内 为 vtG,) 是 奇数 ,2e(G,;) 是 偶数 ,所 以 mi 与 & 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 由 心 之 


kl1lin) 知 mi 之 kK(1 坟 i 安 "), 而 >ido(v) 之 ywmi, 于 是 有 
uv€Es i=1 


IS1= TD) Pi m= YE 0-5), 
天 全 k 会 | i=l k 


由 Tutte 定理 知 G 有 完美 匹配 . 0 
习题 四 


1. 设 K,,K,, KK,,C,,P, 分 别 表示 n 阶 空 疼 , n 阶 完全 图 , mmx + 4 阶 完全 二 
部 图 ,长 为 n 的 圆 和 和 链 , 求 出 它们 的 独立 数 a、 边 独立 数 a" 、 窗 盖 数 8 和 边 往 盖 数 
有 

2. 证 明 : 

(1) 对 于 任何 图 G, 都 有 8(G) 守 a (5). 

(2) 对 于 任何 无 孤立 点 的 图 G, 都 有 


(Op(G). 


(3) 对 于 任何 简单 图 G, 有 pC(G) 守 86(G), 且 当 G 或 为 空 图 ,或 为 完全 图 ,或 
为 完全 二 部 图 时 ,有 B(G) = 8(G). 


| x() v(G) — a(lG) 
3， 设 GG 为 连通 图 ,证 明 . ftEy SO) SE a(G) “= 
4. 证 时 : 


(1) G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 存在 V" CV(G), 使 得 V" 既是 G 的 独立 集 ， 
又 是 G 的 窗 盖 ，; 
(2) G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 对 C 的 每 个 子 图 五 , 均 有 a(H) 之 闻 v(H); 


(3) 是 二 部 图 的 充 要 条 件 为 对 每 个 使 得 8(H) > 0 的 子 图 态 , 都 有 a (HH) 
= BC(H). 

5. 证 明 :对 于 无 孤立 点 的 图 如 的 任 一 最 大 边 独立 集 工 ,总 可 以 再 添加 台中 的 
一 些 边 , 使 之 成 立 上 G 的 最 小 边 禾 盖 . 

6, 设 二 部 图 G = ( 义 ,Y, EE), 证 明 G 中 最 大 匹配 所 舍 的 边 数 为 
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1 六 1— maxil S1-1NIS) 1|， 

7. 设 G 为 二 部 图 ,其 顶点 集 的 二 划分 为 X,Y, 证 明 ; 车 G 中 有 饱和 XX 的 每 一 
顶点 的 匹配 , 则 存在 x € X, 使 得 对 于 任何 y € N(x), 边 zy 属于 G 中 的 某 一 个 
最 大 匹配 . 

8. 设 和 为 mx x nn 的 0--1 入 阵 ,mx 过 nn, 且 和 矩阵 有 的 每 一 行 中 都 有 k 个 1, 而 
每 一 列 中 1 的 个 数 不 超 过 到 , 则 4 = Pi + PpP, + … + P,, 其 中 PP; 也 是 mxn 的 
0 -1 和 矩阵 ,每 行 怡 有 1 个 1, 短 列 中 1 的 个 数 不 超 过 1. 

9. 设 Mi = (45), M2 = (bij) 为 两 个 有 阶 拉丁 方 , 令 M = ((ass64)). 若 M 
中 任何 两 个 有 序数 对 都 不 相同 , 则 称 M, 和 M: 是 相互 正 交 的 拉丁 方 .例如 M1 = 


1 2 3 3 2 1 (1,3) {2,2) (3,1) 

3 1 2|,M = |2 1 3|, 则 M = |(3,2) (1,1) (2,3)|, Mi 和 M, 是 正 
2 3 1 1 3 2 (2,1) {3,3) (1,2) 

交 的 . 


(1) 证 明 最 多 有 n 一 1 个 两 两 正 交 的 n 阶 拉丁 方 ; 

(2) 设 咱 |, M,,…, MM 是 两 两 正 交 的 n 阶 拉丁 方 , 工 , 工 ,，,…,L; 是 两 两 正 交 
的 mz 阶 拉丁 方 ,证 明 至 少 有 上 个 两 两 正 交 的 mn 阶 拉丁 方 ， 

10, 设 有 和 集 族 14,4,,…,A,1, 对 任意 非 空 集合 也 11,2,…,#n), 定义 入 
= 包车 1 和,A2，… ,A 满足 ;YJ 导 11,2,…,nl, 有 1Aj1 守 1J1+1, 则 YYzx 
E Al, 集 旋 1A1,Ai,…,A| 均 有 一 相 异 代表 系 ,在 该 代表 系 中 , A, 的 代表 元 为 

11. 证 明 : 集 族 14 ,4 …, 4 的 2 个 Hall 条 件 14 1 之 17]1(J 关 作 ) 蚌 
相互 独立 的 , 即 对 任 一 非 空 集合 J 和 11,2,…, ni, 存 在 一 个 子 集 族 141 ,42,…， 
4 上 满足 

(1A Cll; 

(2) 14 1 之 1J1 (车 了 和 Jo) 

12. 族 集 1A1,A,,…, A 有 一 代表 系 , 且 其 中 每 个 代表 元 出 现 的 次 数 不 超 过 
r 次 的 充 要 条 件 是 ; YT 己 和 1,2,…,nl,r | A 1 有 1 了 |. 

13, 和 间 对 于 信息 组 {ace, bc, dab, db, bel 是 否 可 以 用 每 个 字 中 的 一 个 字母 来 
代替 该 字 , 从 而 使 信息 简化 ?为 什么 ? 

14. 4,5,c,d,e, 了 六 个 人 组 成 检查 团 ,检查 五 个 单位 的 工作 .车 某 单 位 和 检 
查 团 中 的 某 一 成 员 有 过 工作 联系 , 则 不 允许 他 到 该 单位 去 检查 .已 知 第 一 个 单位 
与 6,c,q 有 过 联系 ,第 二 个 单位 与 a,e,f 有 过 联系 ,第 三 个 单位 与 a,5,e,f 有 
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过 联系 ,第 四 个 单位 与 a,6,d,f 有 过 联系 ,第 五 个 单位 与 a,b,c 有 过 联系 ,请 列 
出去 各 单位 检查 的 人 员 名 单 . 

15. 证 明 : 树 TT 有 完美 叱 配 , 当 且 仅 当 Yv € YIT), 有 of( 工 -m = 1. 

16,(1) 设 衣 为 大 于 1 的 奇数 , 举 出 没有 完美 匹配 的 正则 简单 图 的 例子 . 

(2) 设 上 为 大 于 零 的 偶数 , 举 出 有 完美 匹配 的 上 正则 简单 图 的 例子 . 

17. 图 G 的 一 个 上 正则 支撑 子 图 称 为 C 的 一 个 上 因子 . 若 图 G 中 存在 两 两 无 
公共 边 的 & 因子 Hi, 三,,…, 二 ,, 使 得 

G=HUEU-.…UH,, 
则 称 G 可 以 上 因子 分 解 ,显然 ,G 的 1 因子 就 是 G 的 完美 匹配 ; 若 G 可 以 上 因子 
分 解 , 则 G 必 为 正则 图 .证 时: 

(1) 每 个 2 正则 图 为 可 以 1 因子 分 解 的 充 要 条 件 是 图 中 不 包含 奇 圈 ; 

(2) Petersen 图 不 可 以 1 因子 分 解 . 

18. 对 于 任何 正 鳖 数 &, 证明. 

(1) 任何 上 正则 二 部 图 是 可 以 1 因子 分 解 的 ; 

(2) 任何 2k 正则 图 是 可 以 2 因子 分 解 的 . 

19. 两 人 在 图 G 上 对 弈 ,双方 分 别 执 黑子 与 白 子 ,轮流 向 G 的 不 同 顶 点 m， 
vv2，"* 下 于, 要求 当 i > 0 时 vw 与 wi 相 邻 ,并 规定 最 后 可 下 子 的 一 方 获胜 . 若 
执 黑子 者 先 下 子 , 试 证 明 执 黑子 的 一 方 有 取胜 策略 的 充 要 条 件 是 G 无 完美 匹 
配 . 

20. 证 明 可 以 把 8 个 白 子 和 8 个 票子 放 在 64 格 (8x8) 棋盘 的 格子 上 , 使 每 行 
每 列 恰好 有 一 个 白 子 一 个 黑子 . 
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本 章 我 们 将 重点 介绍 Ramsey 定理 、 容 斥 原理 和 钥 集 原理 , 它们 都 是 组 合 数 
学 中 的 基本 原理 .其 中 的 Ramsey 问题 是 图 论 中 非常 困难 而 又 引人入胜 的 问题 之 
一 ,同时 它 久 有 强烈 的 实用 背景 ,所 以 成 为 图 论 研究 的 热点 之 一 . 


5.1 Ramsey 数 


在 4,1 节 中 我 们 定义 了 独立 集 和 团 的 概念 .直觉 上 , 若 简单 图 G 不 含 顶点 数 
较 多 的 团 , 则 G 似 乎 应 该 包含 预 点 数 较 多 的 独立 集 .1958 年 6- 了 月 号 美国 《数学 
月 刊 ) 上 登载 了 这 样 一 个 有 趣 的 问题 :任何 6 个 人 的 聚会 , 其 中 总 会 有 3 个 人 互 
相 认 识 或 3 个 人 互 不 认识 . ”这 就 是 著名 的 Ramsey 问题 .如果 我 们 用 一 个 6 阶 图 
来 描述 上 述 问题 ,用 图 G 的 每 个 顶点 代表 每 个 人 , 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它 们 
相应 的 两 个 人 互相 认识 .这 样 一 来 ,上 述 Ramsey 问题 就 可 以 描述 为 对 任何 一 个 6 
阶 图 , 它 或 者 含有 3 团 ,或 者 含有 3 独立 集 .Ramsey 于 1930 年 首先 证 实 了 这 一 点 ， 
他 指出 只 获 简 单 图 G 的 顶点 数 适 当 多 , 就 可 以 保证 或 者 含有 给 定 硕 点 数 的 团 ， 
或 者 G 含有 给 定 顶 点 数 的 独立 集 . 

给 定 正 整 数 上 和 和/ 若 存在 一 个 正 整数 =, 使 得 任何 ” 阶 简单 图 或 者 含有 & 团 
或 者 含有 ! 独立 集 , 则 记 之 为 n 一 (KE,I). 并 称 使 ”一 (1) 成 立 的 最 小 正 凋 数 
2 为 Ramsey 数 , 记 作 r(&, 站 ,Ramsey 问题 实质 上 是 只 要 使 简单 图 的 阶 数 达到 一 
定 程度 , 不 管 边 数 是 多 少 , 也 无 论 边 怎 样 分 布 , 总 会 出 现 上 & 团 或 ! 独立 集 . 

由 Ramsey 数 的 定义 容易 得 到 如 下 结论 ; 

(1)n 完 nH n>(k,0), 则 Nn’ — (k, 2); 

(2) 若 rt&,1) 存在 , 则 xr(i,&) 也 存在 , 且 xr(l,k) = r(k,1); 

(3) rt1,1)=1= (1); 

(4) 7r(2,1) = 1,r(k,2) = 天， 

证 明 

(1) 是 显然 的 ,因为 任何 x 阶 简单 图 中 存在 n 阶 子 图 . 

(2) 设 避 是 任 一 个 r(&,) 阶 简单 图 , 则 G 也 是 一 个 r(%,!) 阶 简单 图 ,由 定 
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义 知 G 或 者 含有 上 团 或 者 含有 i 独立 集 , 从 而 G 或 者 含有 k 独立 集 或 者 含有 ! 团 ， 
所 以 r(i, 训 ) 存在 , 且 有 rr(i,k) 扫 (1), 同 理 可 证 r(E 1) 才 r(1,&). 

(3) 因为 任何 一 个 1 阶 简单 图 ( 妈 K,) 都 含有 1 团 , 所 以 r(1,1) 委 1, 从 而 
r(1, 1) = 1, 于 是 由 (2) 知 r(i,1) = 1. 

(4) 由 (2) 知 , 只 须 证 明 (2, 1) = 4, 当 / = 1 时 ,由 (3) 知 x(2,4) = i, 下 设 
人 实 2. 设 G 是 任 一 个 1 阶 简单 图 ,车 6G 不 是 空 疼 , 则 G 必 合 有 2 团 ; 若 G 是 空 图 ， 
则 所 含有 ! 独立 集 . 另外 ,! - 工 阶 空 图 既 不 含有 2 团 , 也 不 含有 ! 独立 集 ,因此 
r(2,1) 一 了 剖 

接 下 来 ,我 们 证 明 Ramsey 数 > 人 ,21) 的 存在 性 , 即 Ramsey 定理 . 

定理 5.1.1{Ramsey, 1930】 ”对 任何 正 驳 数 k& 和 1, 有 r(k,!) 都 存在 . 

证 明 对 上 & 和 i 使 用 双重 归纳 法 ,已 知 对 任何 正 政 数 训 和 /1,r(l,1) = 
rtk,1) = 1, 下 设 & 守 2,1 实 2, 假 设 xr(k -1,1) 和 yy(k,i 一 1) 存在 , 今 证 明 

rk—1,i)+r(k,t — 1) — (k,1L). (5.1.1) 
设 G 是 任意 一 个 rf 上 一 1,L) + rt 上 kL 一 1) 阶 简单 图 , 设 w€ V(G), 因 为 
dolw)} + dae{wv) = r(k m1,)+rtkg,t-1)}-1, 
所 以 下 列 两 种 情况 必 有 一 种 出 现 ， 

(1) de(v) rk -1,1); 

(2) de (vw) rE, -1). 

车 (1) 出 现 , 记 Ns(v) = 5S, 则 1S1 实 rtk 一 1,41), 从 而 G[S] 中 或 者 含有 大 
一 1 团 , 或 者 含有 /1 独立 集 ,于 是 G[S U 1v1] 中 或 者 含有 点 团 , 或 者 全 有 ! 独立 
集 . 

若 (2) 出 现 , 注意 到 y(k, i 一 1) = r(i 1, 大) 通过 类 似 推进 ,也 能 得 知 G 中 
或 者 含有 大 团 , 或 者 含有 ! 独立 集 . 

综 上 , 式 (5.1.1) 得 证 ,从 而 r(&k,/) 存在 . 口 

下 面 我 们 讨论 r(&,4) 的 上 界 . 

定理 5.1.2 ”对 任何 正 整数 二 六 2 和 /之 2, 有 


站 < 一 1 +r(k,t— 1); {5,1.2) 
并 且 若 r(E -1,7) 和 rz - 1) 都 是 偶数 , 则 有 
rip dt) rthk 1,l)+rlg,t-1)-1. (5.1.3) 


证 明 ” 式 (5.1.2) 由 式 (5.1.1) 直接 得 到 ,下 面 证 明 式 (5.1.3). 

设 G 是 任意 一 个 r( -1 +rtkL 1) 一 1 阶 简单 图 ,由 条 件 知 , G 有 和 奇 
数 个 顶点 , 由 握手 引 理 , G 中 存在 侦 点 v, 于 是 ,或 者 di(v) 这 rlk -1) -1 或 
者 ds(v) 守 Tr(k,! 一 1). 因 为 dco(v) 与 7r(k -1,4) 同 为 侦 数 ,所 以 车 中 fo) 六 


第 五 章 ”Ramsey 定理 83 


rk-1,2) 一 1, 则 dclw) 守 r(k& 一 1,L), 从 而 根据 定理 5.1.1 的 证 明知 , G 或 者 


含有 天 团 , 或 者 含有 独立 集 . 0D 
定理 5.1.3 
"(D+ 2). (5.1.4) 


证 明 对 +i 用 归纳 法 ,利用 (1,21) = rk,1)=1 及 r(2,1) = 1,r(%,2) 
= 呈 知 ,下 + LS 委 5 时 , 式 (5.1.4) 成 立 , 设 mx 和 为 正 整数 , 假设 式 (5.1.4) 对 于 
兽 足 5 委 有 + < 扫 关 + 的 一 切 正 整数 上 和 ! 都 成 立 , 则 由 定理 5.1.2 有 

rimn) Sr(m nn-1)+rtm—1,n) 
m+n—3 m+n—3 m+n—2 
<| 了 一 +| m—-2 -| 更 一 下 |. 

故 对 一 切 正 整数 上 和 站, 式 (5.1.4) 成 立 . 0 

求 出 Ramsey 数 的 精确 值 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 为 此 , 人 们 往往 采用 先 确 
定 其 上 界 和 下 界 的 方法 , 以 缩小 Ramsey 数 所 在 的 范围 , 然后 希望 计算 出 Ramsey 
孝 r( 天 ,1 的 精确 值 .定理 5.1.2 就 给 出 了 Ramsey 数 的 递 推 上 办 (定理 5.1.3 给 出 
的 上 界 比 定理 5.1.2 弱 ) ,而 下 界 则 可 以 通过 构造 适当 的 图 ( 既 不 含 上 团 也 不 售 ! 
独立 集 ) 来 获得 . 

图 5.1.1 是 一 个 5 图 , 它 胎 不 含 3 团 也 不 含 3 独立 集 , 故 有 r(3,3) 六 6, 图 
5.1.2 阿 不 含 3 团 也 不 含 4 独立 集 , 故 r(3,4) 实 9. 


图 5.1.1 既 不 含 3 团 , 也 不 含 3 独 立 集 图 5.1.2 既 不 售 3 团 ,也 不 含 4 独立 集 
同样 ,通过 构造 图 5.1.3 可 知 r(3,5) 之 14, 通过 构造 图 5.1.4 知 (4,4) 实 18, 从 
而 由 定理 5,1,2 有 

r(3,3) 所 7r(2,3)+r(3,2) = 6， 故 r(3,3) = 6; 
rl3,4) 帮 7r(2,4) +r(3,3) = 9， 故 r(3,4) = 9; 
r(3,5) sr(2,5) + r(3,4) = 14, 故 (3,5) = 14; 
r(4,4) 所 r(3,4) + r(4,3) = 18, 故 r(4,4) = 18. 
到 目前 为 止 ,对 于 上 &,! 3, 已 知 的 Ramsey 数 只 有 如 下 9 个 , 如 表 5.1.1. 


图 5.1.3 ” 既 不 全 3 团 , 也 不 合 5 独立 集 图 5.1.4 ”了 既 不 全 4 团 ,也 不 含 4 独立 集 
表 5.1.1 Ramsey 数 或 Ramaey 数 的 上 .下 界 


最 后 讨论 Ramsey 数 的 下 界 . 

定理 5.1.4 r(k,k) > 天 ,24 ， 

证 明 ”因为 r(1,1) = 1 > 282,r(22) = 2 > 2.21? = 1, 定 理 成 立 . 帮 以 
下 假设 上 之 3. 用 多 表示 以 |m wu 为 顶点 集 的 一 切 简单 图 的 集合 , 客 表 
示 多 中 具有 天 团 的 图 的 集合 .由 于 多 , 中 图 最 多 有 zm = 条 边 , 即 多, 中 图 的 
边 数 只 能 是 0,1,…,m 一 1,m, 因此 

pn m m 2 
a (5.1.5) 

类 似 地 , 2, 中 包含 指定 的 个 顶点 的 团 的 图 的 个 数 为 2 ?站 ,又 因为 fu,w， 
…, | 中 任意 取 定 上 个 顶点 的 方法 有 | ?| 种 ,并 注意 到 一 个 图 可 以 有 多 少 个 不 


同 的 团 ,所 以 ， 


nn 
2 


| 学 ‘<{).29-09. (5.1.6) 
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于 是 由 式 (5.1.5) 和 式 (5.1.6) 有 
| 多 4 | 


Hn 之 
1g,.1 


好 


k 

假若 nn 志 训 2 避 , 则 由 式 (5.1.7) 得 

1 仇 | 

| 多 | 

今 1 二 居 ，23fg1, 则 
i 


] 的 pk (5.1.7) 


<h. 2 2D 1 = 1 


2 2 


2 > 二 >1 
| k+l 1 如 ” 
(1+ 大 ) 
即 14i 单调 减少 ,而 /< 寺 , 故 2 < 二 (Rk = 3,4,…) 于 是 有 
| Bt | 1 
1 | 人 2 之 


这 就 是 说 ,多 , 中 舍 k 团 的 图 不 足 半数 .以 党 记 儿 ,中 具有 独立 集 的 图 的 集合 , 则 


YGE 浓 ,G 的 补 图 CG € 分. 反之, YH € 当 , 也 有 五 € 党 ,因此 有 | 笑 |= 

1 鲍 |, 即 多 , 中 含有 大 独立 集 的 图 也 不 足 半 数 . 于 是 ,只 要 太志 上 :2 中 ?8, 中 必 

有 某 个 图 既 不 含 团 也 不 合 上 独立 集 , 故 rtk,k) > 28 了 7， 0 
推论 5.1.5 记 = min{k 则 rE, 1) > m2. 

证 明 ”因为 任何 rlk,/) 阶 简单 图 台中 或 者 含有 上 团 或 者 含有 ! 独立 集 ,所 
以 G 或 者 含有 和 团 或 者 含有 mm 独立 集 , 故 xr(k,!) 守 rlm, wm), 于 是 由 定理 5.1.4 
即 知 推论 成 立 . 0 

定理 5.1.4 使 用 的 证 明 方 法 被 匈牙利 数学 家 Erd6s 命名 为 “概率 方法 ", 它 是 
一 种 重要 的 非 构造 性 证 明 Ramsey 数 下 界 的 方法 , 常常 用 来 证 明 某 类 图 的 存在 
性 . 

在 Ramsey 数 这 一 领域 中 还 有 大 量 的 工作 需要 去 做 .Ramsey 数 的 精确 值 很 难 
确定 , 以 至 于 时 至 今日 r(5,5) 尚 不 为 人 所 知 .1988 年 Thomason 证 明了 当 充分 
大 时 ,有 rxr(%,) 志 224:1&, 这 是 到 目前 为 止 已 知 的 最 好 上 界 , 于是, 人 们 猜想 存 
在 一 个 常数 c( 甚 至 可 能 c = 1) 使 得 zf 并) = 2“**"X 但 这 只 是 人 们 的 猜想 而 
已 ,至今 该 猜想 还 远 没 有 得 到 证 明 . 


5.2 Turan 定理 


Turin 定理 同 Ramsey 数 一 样 , 也 涉及 到 图 的 团 , 它 是 极 值 图 论 中 一 个 重要 的 
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结论 .本 节 将 证 明 这 一 著名 定理 , 为 此 先 给 出 一 个 概念 . 若 图 G 的 顶点 集 人 可 以 
分 划 成 Y= 太太 U… 黄 , 这 里 VW 们 VW= B01 二 <j 入 ), 且 Vi 中 任 
何 两 个 顶点 在 G 中 都 不 相 邻 , 则 称 G 是 & 部 图 (k-partite graph). 又 若 VV 关 (1 所 
i 和 吉 ), 且 Vi 中 任 一 顶点 与 WV 中 任 一 顶点 之 间 愉 有 一 条 边 相 连 (1 所 i<j 所 上 )， 
则 称 G 为 完全 此 部 图 (complete k-partite graph}. 
记 上 和 v 是 两 个 正 整 数 , 间 不 包含 & + 1 阶 完全 图 的 v 阶 简单 图 至 多 有 多 少 
条 边 ? 这 就 是 Turin 于 1941 年 提出 并 解决 的 一 个 问题 ,下 面 我 们 以 Erd6s 的 一 个 
结果 来 导出 Turin 定理 . 
定理 5.2.1(Erd6s,1970) ” 若 简 单 图 不 合 玫 ,i, 则 存在 一 个 以 V = V(G) 为 
顶点 集 的 完全 上 部 图 五 , 使 得 d(xz) 所 dy(z)(Yr € VV), 而 且 若 d(x) = 
ds(z)( Yr EW,NNGH. 
证 明 ”对 上 进行 归纳 , 当 = 1 时 ,G 是 空 图 , 只 和 需 取 日 = G. 
假设 对 所 有 < n 的 正 特 数 &, 定理 成 立 . 设 G 是 不 含 开 , 的 简单 图 {n 之 
2) .选取 6G 的 一 个 度 最 大 的 顶点 v, 记 WW = Ne(v), 因 G 不 含 K,wi; 故 Gs = G[W] 
不 会 下 ,根据 归纳 假设 ,存在 一 个 以 三 为 顶点 集 的 完全 - 1 部 图 了 ,使 
do (xz) dm (x) (Yr €W). (5.2.1) 
令 末 是 以 VW 为 硕 点 集 的 空 图 ,把 FH 的 每 个 顶点 与 HH, 的 每 个 顶点 之 间 
连 一 条 边 , 所 得 到 的 图 记 为 H, 则 百 是 一 个 完全 部 图 , 当 z EE WW 时 , 由 式 
(5.2.1) 有 
do(z) do (zr) tl V\ WI 
Edn (x) +I V\ WI 
= dulz), (5.2.2) 
当 工 EV\W 时 ,由 于 di(v) = A(G) =|W1, 因 此 
doe(z} SAG) =1 WI= dy(r), (5.2.3) 
由 式 (5.2.2) 和 式 (5.2.3) 即 得 定理 的 前 半 部 分 . 
现在 假设 , Yz E V,dokz) = dnfz), 显 然 有 


dfz) = dy(x) (Vr € W), 《5.2.4) 
delz) = dn(x) = AG) (YE YN)， (5.2.5) 

从 而 由 式 (5.2.4) 和 式 (5.2.5) 有 
dc (x) = dn, (zx) (Yr EW)., {5.2.6) 


根据 归纳 假设 ,Go 兰 了 ,由 于 丈 中 任何 顶点 与 YN 全 中 任何 顶点 在 万 中 都 
相 邻 ,因此 由 式 (5.2.4) 和 式 (5,2.6) 知 , W 中 任何 顶点 与 YY 殉 中 任何 顶点 在 G 
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中 也 都 相 邻 ,于 是 由 式 (5.2,5) 知 , VAN W 中 任何 两 个 顶点 在 G 中 必 不 相 邻 , 所 以 
G 兰 万. 0 
设 忆 是 ， 阶 完全 上 部 图 ,车 
Lvig | Vv (Yl 上), 
列 把 G 记 作 工 ,,, 即 元 中 任何 两 个 VW,V 的 顶点 数 最 多 相差 1. 

引 理 5.2.2 设 G 是 y 阶 完全 & 部 图 , 则 e(G) 所 ae(T,,). 并 且 , 若 se(G) = 
e(T, i),NGT,,. 

证 明 “首先 证 明 : 若 G 不 同 构 于 工 ,, 则 存在 一 个 ， 阶 完全 部 图 G’, 使 得 
sg) 之 e(G), 设 GG 的 部 分 的 顶点 数 依 次 为 mmmy,…, my, 因 G 不同 构 于 
TT 故 不 妨 设 mx - m， > 1, 考 虚 如 下 的 vy 阶 完全 部 图 G’ : 它 的 部 分 的 顶点 
数 分 别 为 ma 一 1 mm2 + 1 zm,… ,ms, 由 于 


s(G) = Di(» 一 mi ) mi, 


是 


1 


， 1 
eE(G) = 到 名 人 一 shi}m 十 ph — mi+ 1)(m, — 1) 
+ 二 (， — mz 一 1 + 1), 
因此 e(G) = e(G) + (mi m2) -1 > e(G). 
这 说 明 : 若 G 是 边 数 最 多 的 v 阶 完全 部 图 , 则 各 人 兰 个 ,并且 在 同 构 意 立 
下 , 边 数 最 多 的 y 阶 完全 部 图 只 能 是 工 ,，， 口 


需要 指出 的 是 , 工 ， 的 补 图 TT,; 是 一 些 点 不 相交 的 完全 图 的 并 , 上 且 当 ，" = ww 
+r0 过 之 训 时 ,有 
oT) = -| 
m+ 1 
2 


s(T,,) = "| + (kn)[™) 


= 让 (v(t) 


= 去 fy(， 一 是 ) 十 rt 上 一 )]， 
车 用 erlv, Kw1) 表示 不 含 KKi4 的 v 阶 简单 图 的 最 大 边 数 , 则 有 如 下 的 定理 
定理 5.2.3(Turin,1941} erlv, Kin) = (Ti), 并 且 工 ;是 不 舍 Ki,; 且 边 
数 等 于 erly, Kw) 的 惟一 的 简单 图 (在 同 构 意义 下 ). 
证 明 设 v 阶 简单 图 G 不 食 所 ,1, 出 定理 5,2.1 知 ,存在 一 个 以 V(G) 为 顶 


88 组 合 图 论 


点 集 的 完全 & 部 图 万 ,使 
de(r) da(x) (Yr € V(G)), (5.2.7) 
故 由 引 理 5.2.2 有 
e(G) < ee(H) Se(T,,), (5.2.8) 
显然 了， 不 含 的 .44, 因 此 由 G 的 任意 性 知 er(yv, Kn) = ef 了 Tt)， 

又 若 s(G) = e(T;), 则 由 式 (5,2,8) 有 elG) = e(HH), 由 式 (5.2.7) 得 
dc(x) = dp(x) (Yx € VC(G)), 根据 定理 5.2.1,G 是 完全 上 部 图 ,再 由 引 理 
5.2.2 知 GG 之 工 ，， 0 

推论 5.2.4 设 G 是 不 含 上 + 1 独立 集 的 ， 阶 简单 图 , 则 s(G) 守 se(T,)， 
并 且 上 式 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 已 兰 下 

证 明 显然 ,G 不 含 上 + 1 独立 集 , 当 且 仅 当 忆 不 含 扎 ,于 是 由 定理 5.2.3 
知 stC) 委 e( 开 并且 s(G) = e(T,), 当 且 仅 当 G 衬 荆 ,, 因 此 


sfG) = 时 ~- e(G) > | 外- efT，) = e(T,,), 


并 且 e(G) = e(T4), 当 且 仅 当 避 守 全 ，， 品 
由 推论 5.2.4 可 以 给 出 独立 数 的 一 个 下 界 . 


推论 5.2.5 ” 设 GG 为 简单 图 , 则 xfG) 六 人 ,并且 式 中 等 号 成 


立 , 当 有 上 且 仅 当 后 是 点 不 相交 的 局 阶 完 全 图 的 并 . 
证 明 设 a(G) = CT + 1 独立 集 ,从 而 由 推论 5.2.4 有 


e(G) elT,,) = [vy — Ek)+r(tk 一 7)]， 
其 中 v = y(G),yv = mk ,0c 上 &), 于 是 
e(G) 之 让 v6)(v(G) - &), 


即 知 
四 v (GG) 
(0G) = kG IO) 
并 且 上 式 左 端 等 于 右 疹 , 当 且 仅 当 Cs 兰 工 ， 且 > = 0, 这 等 价 于 G 是 点 不 交 的 同 
阶 完全 图 的 并 . 口 


5.3 ” 容 斥 原理 


对 于 一 个 y 阶 图 G, 若 它 不 包含 + 1 团 , 则 它 的 边 数 是 受到 限制 的 ,不 能 超 
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过 ef( 人 .由 .同样 , 它 的 顶点 的 度数 也 是 有 限制 的 .例如 ,对 于 4 阶 图 , 若 它 不 含 三 
角形 K;, 则 它 的 最 小 度 必然 不 大 于 2, 否则 , 它 就 是 4 阶 完全 图 , 当然 含 K: 了 .在 
给 出 图 G 的 顶点 的 度 限 制 之 前 , 先 介绍 下 面 有 用 的 原理 一 一 容 斥 原理 . 

设 5 是 一 有 限 集合 ,P, 和 P, 是 S 上 的 两 个 性 质 , 即 $ 中 的 元 素 具 有 或 者 不 
具有 性 质 PP 或 P; .现在 要 计算 $ 中 既 不 具有 人 性质 P, 也 不 具有 性 质 P; 的 元 素 的 
个 数 .为 此 , 我们 从 | S 1 中 去 掉 具 有 性 质 P, 的 元 素 个 数 ,再 去 掉 具 有 性 质 PP, 的 
元 素 个 数 , 这 样 ,就 将 既 具 有 性 质 P, 又 具有 性 质 P, 的 元 束 个 数 从 1S 1 中 去 除了 
两 次 ,所 以 要 补 一 次 . 设 Ai,4; 分 别 是 S$ 中 具有 性 质 Pi, P, 的 元 素 构 成 的 集合 ， 
则 4, 站 就 是 S 中 既 不 其 有 性 质 P, 也 不 具有 性 质 P, 的 元 素 构 成 的 集合 , 且 有 

1 A NM A 1=1S1-141-14: 1+14, 门 4 1， 

一 般 地 , 若 S 上 有 xz 个 性 质 Pi, P;,…, P,, 则 有 定理 5,3,1 所 描述 的 容 斥 原 
理 . 

定理 5,3.1( 容 斥 原 理 ) 设 S 是 有 限 集 合 , P,, P:, …, P。 是 同 集合 S 有 关 的 
mm 个 性 质 , 设 A 是 $S 中 具有 性 质 P; 的 元 京 构 成 的 集合 (1 筷 i 过 mmx),Ai 是 S 中 不 
其 性 质 P, 的 元 素 构 成 的 集合 (1 地 i 志 mm), 则 S$S 中 不 具 性 质 P,P,,…, P。 的 元 
素 个 数 为 

IANANMNM--.NA.l=1S1- 3 1 a, It 站 1 

一 1IANANA LI+t. 


1 二 1 安安 且 芝 内 
+(-1°1ANANM--NA,I. (5.3.1) 

证 明 ”等 式 (5.3.1) 的 左 端 表示 的 是 $S 中 不 具有 性 质 P,P,,…, P, 的 元 于 
的 个 数 .下 面 我 们 来 证 明 : 对 于 S 中 每 个 元 素 z, 若 天 不 具有 性 质 P,, P:,…, 己 ,， 
它 对 式 (5.3.1) 右 端 贡 献 1, 否则 , 即 x+ 具有 某 些 性 质 忆 (1 < 委 守 所 mm), 它 对 式 
《5,3,1) 右 端 的 页 献 为 0, 从 而 证 明 式 (5.3.1) . 

任 给 x € 5, 则 

QD 当 工 不 具有 性 质 P, PP 时 , 即 了 村 Ar 各 Ap 和 如 ,而 > 
和 S, 所 以 对 式 (5.3.1) 右 端的 贡献 为 1 -0+0+…+0>=1. 

四 当 z 愉 具有 Pi, P:,…, Pu 中 的 n(n 之 1) 个 性 质 Pi , P; ,…,P: 时, 即 = 


E AT EA IEA ,而 x A(Yi 和 {i i2s i). 


z 对 15S 1 的 贡献 为 1 = | 9] ,= 对 1A 1 的 页 献 为 = | | ,= 对 台 


ij 


90 组 合 图 论 


14,NA 的 贡献 为 | ”| (只 有 当 jE fi ,bl 时 ,rz EA NAA),r 对 


1 A, nA A 1 的 贡献 为 | |]，…, 对 | Ai mA mn … 站 A 1 的 页 


li<j< km 
献 为 | ”| ,于 是 ,x 对 式 (5.3.1) 右 端的 贡献 为 
下 


= (1 -x) | = 0. 0 
推论 5.3.2 设 S 是 一 有 限 集 合 , P,, P:,…,P。 是 S 上 的 mm 个 性 质 , 记 有 A 是 
S 中 具有 性 质 Pi 的 元 素 构 成 的 集合 (1 过 i 专 m), 则 S 中 至 少 具有 一 个 性 质 P; 的 
元 素 个 数 为 
14UAU…UAI 
= 2 1 A 1 一 2 1 人 N a; 上 2 14， 站 六 | 
+ "TANALN…NA,1. (5.3.2) 
证 明 因为 
IAUAU-RUA,l=ISI-IAUAU-.…UA,| 
=1SI-I1ANAN-..…NnA,., 
所 以 由 定理 5.3.1 知 式 (5.3.2) 成 立 ， 0 
下 面 利用 容 斥 原 理 ,给 出 图 G 不 含有 & + 1 团 的 最 小 度 限制 . 
定理 5.3.3(Zarankiewicz,1947)” 设 G 为 v 阶 简单 图 , 且 不 含有 上 +1 团 ,之 
1 则 有 


HG) Lk 一 1)v7 |. (5.3.3) 
证 明 ( 反 证 法 )， 设 人 -lv = mk +r(0 才 7 之 训 ), 假 设 式 (5.3.3) 不成立， 
则 d(xz) 守 mtl(yYr EV(G)). 
任 取 一 顶点 zx, € V(G), A 表示 GG 中 与 x 相 邻 的 顶点 的 集合 ,再 任 取 zx EE 
Ai,Az 为 G 中 与 xz; 相 邻 的 顶点 构成 的 集合 , 由 容 斥 原理 
14 站 4:1=141+14 1-14 UA 1. (5.3.4) 
又 因 d(z) 守 mt+1(YxzE€E VG)), 帮 1h | 宇 m+1(i=1,2).1ALU A 1 不 
1 VCG) 1 = v, 由 式 (5.3,4) 知 
|1AlNAl22(m+1)-vy>0, 
从 而 A 门 A, 关 ,再 任 取 zx， E Ai 门 Ay, 记 中 与 x; 相 邻 的 顶点 集合 为 A;, 同 
样 , 由 容 斥 原理 可 得 ， 
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1ANA;N A 3(m+1)-2v>0, 
如 此 下 去 , 可知 对 于 xz; € 站 A, 取 G 中 与 zx 相 邻 的 顶点 集 义 ,有 
A |= 1A) NA 
=14.1+ | Ds |- Ia U (Na) 
(m+ + -m+1)—-(k-2)y]-y 
= 上 kr>0, 
因此 , 由 A 产 纪 ,存在 顶点 zh 应 久 , 由 尺 的 定义 可 知 ,zx1,z2,…, zi 两 两 相 
邻 ,所 以 fzyzri zt 为 G 的 & +1 团 ,这 与 已 知 G 不 含 k +1 团 趟 盾 , 从 而 式 
(5.3.3) 成 立 ， 0 
利用 定理 5.3.3 可 以 得 到 定理 5.2.3( 即 Turan 定理 ) 的 另 一 种 证 明 方法 . 
证 明 Turdn 定理 (归纳 法 ) ”只 需 证 明 : 若 G 是 不 含 & + 1 团 且 边 数 最 多 的 v 
阶 简单 乔 , 则 必 有 台 兰 人 工 ，. 对 于 ，= 1,2,…,k&, 显 然 G 一定 是 v 阶 完全 图 ,从 而 
有 G 关 了 .假设 定理 对 所 有 阶 数 小 于 "的 图 都 成 立 , 往 证 对 (fy > 上 &) 阶 图 G， 
定理 亦 成 立 ， 
由 定理 5.3.3 知 ,此 时 , G 中 存在 某 顶 点 z 满足 de(z) 筷 L(k - 1)v/] .考虑 
G 的 子 图 G, = G -xz, 则 G., 为 不 含 & + 1 团 的 vy 一 1 阶 简单 图 .G, 可 能 是 边 数 最 
多 的 ,也 可 能 不 是 ,如若 不 是 , 则 可 以 通过 添加 边 使 其 达 最 多 . 因此, 不妨 设 G, 为 
不 含 上 + 1 团 且 边 数 最 多 的 v -1 阶 简单 图 ,由 归纳 假设 知 G, 衬 TT_,4, 即 G, 的 
顶点 集 可 被 分 划 成 组 ,其 中 有 组 包含 了 mm 二 1 个 顶点 ,而 其 余 上 一 + 组 包含 了 
m 个 顶点 ,这 里 吉 ,r 满足 vy 一 1= ww 二 1,0 过 7 之. 且 在 图 G, 中 ,属于 同一 组 
的 顶点 均 不 相 邻 , 而 不 属于 同一 组 的 顶点 均 相 邻 ， 
由 于 G 中 不 含 & + 1 团 , 因 此 在 G 中 ,顶点 zx 必 与 G, 的 组 顶点 中 的 茶 一 组 
顶点 均 不 相 邻 . 设 该 组 预 点 集 为 轨 , 把 顶点 zx 加 进 六 .注意 到 
de(z) Lk yk) = ( -1)-m, 
因为 如 的 边 教 达 最 多 ,所 凡 太 中 必 有 芭 个 顶点 , 且 z 必 与 W 之 外 的 其 他 顶点 均 
相 邻 ,此 即 G 兰 工 .;， 品 
例 5.3.1 设 集 台 和 = rz 了 = yi Yo; 且 n 之 以 . 求 
从 多 到 YY 的 所 有 满 射 的 个 数 s,，，. 
解 ” 令 AA 表示 从 玉 到 Y, 但 yy; 不 是 XX 中 任何 一 个 元 束 的 像 的 映射 的 集合 ， 
即 
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A= {/:X—Y| y & fA(X)I,i = 1,2,., 1m. 
从 和 到 Y 上 的 所 有 满 射 的 集合 与 定义 在 和 上 但 值 域 不 属于 任 一 4, 的 映射 的 
集合 相同 ,因此 
som = 一 AUAU…UA4A 1 
由 容 斥 原理 知 
sam > 到 ”一 BIAl+ DD [A NN AI+- 
+ (—1Y [A NN A 让 … Na | 
1 
+ +"|Asl. 
A 是 定义 在 X 上 ,而 在 YA fy,1 中 取 值 的 映射 集合 , 故 | A 1= (mm -1)*. 
A, 门 访 是 定义 在 基 上 ,而 在 Y\ 1y,y1 中 取 值 的 映射 集合 ,因此 14 站 AI= 
(m 一 2)" .一 般 地 ,有 
[A NA NN A |= Cm- 2)", 
其 中 1 委 呈 区 站 去 …… 芭 了 近 天 .又 对 每 一 个 映射 产生 -> YY,A(X) 中 至 少 包含 
了 中 一 个 元 素 ,所 以 月 A, = .而且 |AnAn 人 六 | 包 全 


1 


了 项 (mm 一 1" = 1,2,.…,m—1. 


nm 
t 


综 上 ,我 们 得 到 


»_ {mo m 
sum = 斑 Wie De 


(mm 一 2) + +{— Do ] 


m1 

= S71(- | 全 (人 口 
特别 地 , 当 m = 和 时 ,s， ,表示 双 射 :和 一 了 的 个 数 ,这 里 1 和 1=1Y1= 7， 

因此 s,,,， = n!, 于 是 我 们 得 到 如 下 伍 等 式 


wl 
nl = (一 1 
6 
显然 , 当 m > nn 时 ,s, ,= 10. 


5.4 钢 集 原理 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 介绍 另 一 个 判定 组 合 问题 存在 性 的 原理 一 一 鸽 梨 原 
理 , 住 巢 原理 也 叫做 抽 懂 原理 , 它 与 Ramsey 定理 关系 密切 , 它们 所 揭示 的 组 合 问 


?jn - i)". 
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题 在 本 质 苇 有 很 大 的 相似 之 处 ,Ramsey 定理 可 视 做 鲍 巢 原理 的 推广 . 后 梨 原 理 
阐述 了 这 样 一 个 简单 的 事实 :如 果 有 一 群 为 数 众多 的 体 子 , 要 飞 进 数 目 较 少 ( 相 
对 于 售 子 来 说 ) 的 钥 梨 中 , 则 至 少 有 一 个 伺 昌 中 飞 进 了 两 个 或 更 多 的 角 子 ， 

定理 5.4.1( 铀 梨 原 理 ) ” 若 将 nn +1 个 物品 放 入 ”个 盒子 中 , 则 至 少 有 一 个 
盒子 中 有 两 个 或 更 多 的 物品 . 

证 明 ( 反 证 法 ) ”车 不 然 , 则 每 个 合子 中 都 至 多 有 一 个 物品 , 则 x 个 盒子 中 


至 多 有 nn 个 物品 ,这 与 有 n + 1 个 物品 矛盾 . 0 
例 5.4.1 一 年 有 f365 天, 今 有 366 人 , 则 其 中 至 少 有 2 个 人 生日 相同 . 

0 
例 5.4.2 共有 12 个 扁 相 , 今 有 13 个 人 , 则 至 少 有 2 个 人 的 属相 相同 ， 

日 

例 5.4.3 含 3 条 边 的 四 阶 简单 同 构 图 有 三 种 , 则 在 4 个 合 3 条 边 的 四 阶 简 

单 图 中 至 少 有 2 个 图 是 同 构 的 . 日 

例 5.4.4 设 G 为 z 阶 简单 图 , 其 最 大 度 为 4(G), 若 用 A(G) - 1 种 颜色 给 

这 些 边 染色 , 则 至 少 有 2 条 相 邻 的 边 被 染 成 同一 种 颜色 . 口 


尽管 鸟巢 原理 很 简单 ,但 它 却 能 解决 一 些 看 似 复杂 的 组 合 问题 ,而 且 在 将 其 
应 用 到 具体 的 问题 时 ,往往 需要 一 定 的 技巧 去 构造 相应 于 具体 问题 的 “ 钥 巢 ”和 
“ 甬 子 ”. 

例 5.4.5 对 任何 2” 阶 简单 图 G(n 渤 2), 总 存在 两 个 庶 相 等 的 人 顶点， 

证 明 设 G 为 任意 一 个 m 阶 简单 图 (% 之 2), 分 两 种 情况 讨论 ， 

(1) 车 存在 wo。 E VG), 使 d(w) = 0, 则 由 G 是 简单 图 知 ,d(v) 去 
n 一 2(Yv EE€ VG) 和 \ 1w61) .我们 构造 nn -1 个 “ 驴 集 ” 为 0,1,…,n 2;n 只 “ 甬 
子 ” 为 相应 的 n 个 顶点 , 当 且 仅 当 顶点 的 度 为 i 时 ,把 该 项 点 放 入 第 i 个“ 锣 巢 " 
中 .由 体 巢 原理 知 ,至 少 有 一 个 “何人 秘 ”里 放 进 了 两 只 或 更 多 的 “角子 ", 即 至 少 有 
两 个 顶点 的 度 相 等 . 

(2) 车 dlv) 空 1(YwvE VCG)), 则 我 们 构造 4 -1 个 “ 仿 集 ”为 1,2,…,n 一 
1in 只 "稿子 ” 仍 为 个 预 点 ,类 似 于 (1) 中 证 明 , 知 结论 亦 成 立 . 0 

例 5.4.6 ”从 1 到 100 的 所 有 整数 中 任 取 51 个 , 则 这 51 个 数 中 至 少 有 一 对 
数 ,其 中 一 个 能 被 另 一 个 整除 . 

证 明 设 a,as,…,as 是 被 选取 出 的 51 个 整数 , 对 任意 的 a, 可 以 惟一 地 
写成 如 下 形式 

ai = 25， i = 1,-…,51, 


其 中 5 为 整数 ,yx 为 奇数 ,显然 只 能 取 1,3,5,…,99 这 50 个 奇数 ,而 ,rr,，"…， 
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rs 共有 51 项 ， 由 鸽 音 原理, 必 存 在 2 尖刀 使 条 一 ;不 妨 设 全 之 5, 则 有 
2 - 20r9 = 星 数 ， 
即 a; 能 被 a; 些 数 . 0 

推论 5.4.2 ” 若 将 mm 个 物品 放 入 n 个 盒子 中 , 且 mx > n, 则 至 少 有 一 个 盒 于 
中 有 两 个 或 更 多 的 物品 . 口 

推论 5.4.3 若 将 wn 以 上 个 物品 放 入 x 个 盒子 中 , 则 至 少 一 个 合子 中 有 mm 
+ 1 个 或 更 多 的 物品 . 口 

例 5.4.7 对 任意 mn?+1 个 实数 a,,a，,…,a;, 组 成 的 序列 中 , 必 有 -个 长 
为 n + 1 的 非 降 子 序列 ,或 必 有 一 个 长 为 n + 1 的 非 升 子 序列 . 

证 明 ”假设 在 ci,a，， a 中 没有 长 为 x + 1 的 非 降 子 序列 , 我们 将 证 明 
其 必 有 一 长 为 n + 1 的 非 升 子 序列 . 

令 几 表示 从 as 开始 的 最 长 非 降 子 序列 的 长 度 , 因为 假设 该 序列 中 没有 长 
为 n + 1 的 非 降 子 序列 , 故 有 

1&m Rn Yk = 1,2,.…,n 十 |， 

这 相当 于 把 n* + 1 个 物品 放 入 n 个 盒子 中 ,由 推论 5.4.3 知 , 必 有 某 i 盒 中 至 少 
有 n+1 个 物品 , 则 存在 &i 之 让 之 < 天 及 于 使 得 

我 们 断言 ak ,ab a, 必 为 非 升 子 序列 , 即 必 有 2 次 ab 六 全 区 
若 不 然 ,存在 某 ; 使 得 cs 所 ,那么 由 Ch 开始 的 最 长 非 降 子 序列 加 上 wx， 就 
得 到 一 个 从 a 开始 的 长 为 ms ,， + 1 的 非 降 子 序列 ,由 ms 的 定义 知 

ms, > Was, + 1， 

此 与 ww = mp, = fi; 矛盾 ,从 而 断言 成 立 , 即 a ,a ，…,as， 为 长 是 n+ 1 的 非 
升 子 序列 口 

最 后 我 们 介绍 锣 集 原理 的 加 强 形式 . 

定理 5,4.,4 设 &,,02,…,a, 都 是 正 束 数 ,如果 把 al + az+… 二 4, 一 (7 一 
由 个 物品 放 入 个 盒子 中 , 则 或 者 第 1 个 盒子 中 至 少 包含 a 个 物品 ,或 者 第 2 个 
盒 中 至 少 包 含 a, 个 物品 , …, 或 者 第 ”个 盒 中 至 少 包 会 wa 个 物品 . 

证 明 ( 反 证 法 )” 若 任意 第 i 个 盒 中 所 装 的 物品 都 少 于 a, - 1( Yi = 1,2， 
… ,7), 则 个 盒子 中 总 的 物品 数 至 多 有 

(tall)t+(a-l)+" ta -1)=atat+"+a,—n 


<atat+.+a—ntl. 
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此 与 题 设 有 al, + as+ 二 0 一 (nn 一 1) 个 物品 了 矛盾. 口 

例 5.4.8 ”对 任意 6 阶 图 G,G 或 合 3 团 ,或 舍 3 独立 集 . 

证 明 ” 设 V(G) = fo 名, 3,w4,vs, vel, 在 这 6 个 顶点 中 任意 取 一 个 顶点 ， 
不 妨 设 为 vw, 将 其 余 的 5 个 顶点 vw,v;,…, ve 分 成 两 类 .一 类 蚌 与 vw 相 邻 的 顶点 ， 
另 一 类 是 与 v 不 相 邻 的 顶点 , 取 a, = 3,a; = 3,n = 2, 由 定理 5.4.4 知 ,将 5 = 
a1+ 42 一 (n 一 1) 个 项 点 分 别 放 到 两 类 中 , 则 或 者 第 一 类 中 至 少 有 a 个 顶点 ,或 
者 第 二 类 中 至 少 有 a; 个 顶点 . 即 上 述 两 类 中 至 少 有 一 类 含有 三 个 或 三 个 以 上 的 
顶点 .不 妨 设 为 第 一 类 中 含有 3 个 顶点 wv;,w. 分 两 种 情况 : 

@ 若 ww,vws 中 两 两 不 相 邻 , 则 G 中 含有 3 独立 集 , 结论 成 立 . 

四 若 内 ,uv 中 有 两 个 顶点 相 邻 , 设 与 vs 相 邻 , 则 womum 为 3 团 , 结 
论 亦 成 立 ， 口 

上 述 定 理 和 推论 者 称 为 铝 人 梨 原 理 , 它们 都 很 简单 , 可 正 是 这 些 简单 的 原理 ， 
在 初等 数学 态 至 高 等 数学 中 都 有 着 广泛 的 应 用 .但 它 的 不 足 之 处 在 于 , 镶 巢 原理 
只 能 用 来 证 明 组 合同 题 的 存在 性 , 只 能 知道 某 个 饮 和 集中 至 少 飞 进 了 两 只 驻 子 , 却 
无 法 确定 究竟 是 哪个 售 集 ,也 不 能 确定 该 集中 究竟 飞 进 了 多 少 只 久 子 . 


5.5 Ramsey 定理 的 推广 


从 组 合 数 学 的 角度 看 , Ramsey 定理 和 驴 嘛 原理 都 是 研究 某 种 安排 的 存在 性 
的 ,而 且 它们 所 揭示 的 问题 在 本 质 上 有 很 大 的 相似 之 处 , 如 果 将 Ramsey 定理 和 
鲍 巢 原理 结合 起 来 并 进一步 推广 ,就 可 以 得 到 更 一 般 的 Ramsey 定理 ， 

在 介绍 一 般 的 Ramsey 定理 之 前 , 我 们 先 从 另 一 个 角度 来 考察 Ramsey 数 . 
Ramsey 数 r(&,1) 是 所 有 满足 如 下 条 件 的 图 的 最 小 阶 数 ,这些 图 要 么 含有 大 团 ， 
要 么 含有 :上 独立 集 , 现 在 考虑 用 两 种 颜色 一 一 红色 和 蓝 色 一 一 给 r(&,z) 阶 完 
全 图 G 的 边 染 色 , 这 种 染色 是 随意 的 ,没有 任何 限制 .如 果 G 中 的 某 条 边 被 染 成 
了 红色 , 则 认为 这 条 边 是 存在 的 ;否则 ,如 果 某 边 染 成 了 蓝 色 , 则 认为 该 边 是 不 存 
在 的 .这 样 一 来 ,rt&,4) 阶 完全 图 的 一 种 边 染 色 就 对 应 了 一 个 r(E 2) 阶 简单 
图 .7 独立 集 对 应 了 一 个 染 成 蓝 色 的 ! 团 ,上 团 对 应 了 一 个 染 成 红色 的 团 . 按 这 
种 观点 , Ramsey 数 r(&, 4) 就 是 这 样 的 最 小 正 整数 , 它 使 得 对 任意 给 定 的 两 个 正 
整数 上 和 1 使 得 当 之 rlk,1) 时 ,用 红 、 蓝 两 种 颜色 来 给 KK, 中 的 边 染 色 , 则 无 
论 怎样 染色 , 总 会 使 得 图 KK, 中 有 红色 的 上 团 或 蓝 色 的 ! 诸 . 

将 红 , 蓝 两 色 推广 到 任意 上 种 颜色 ,对 n 阶 完全 图 K, 的 边 用 cc es 这 
& 种 颜色 进行 任意 染色 ,如 果 对 任意 的 上 个 正 整 数 ai, ax, …,ax 总 存在 某 个 1 所 
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i 之 上 ,使 得 K, 中 出 现 c; 颜色 的 a, 团 , 称 满 足 这 种 性 质 的 * 的 最 小 值 为 广义 
Ramsey 数 , 记 为 r(aiyaz,…,eai). 当 = 2 时 ,就 是 我 们 在 5.1 节 介绍 的 Ramsey 
数 . 

关于 广义 Ramsey 数 , 有 如 下 重要 结论 . 

定理 5.5.1 ”对 任意 的 正 整 数 cl, a2,…,as, 有 

ra a ra) Er(arr(as ax 

证 明 设 r(az a) = m,r(anm) = 了， 

用 c ,cs,…,c4 这 种 颜色 给 n 阶 完全 图 的 边 染色 .首先 把 颜色 c,,…, ci 视 
为 同一 种 颜色 5&1, 则 由 = rlal,m) 知 必 有 ci 颜色 的 ai 团 出 现 或 45， 颜色 的 
团 出 现 , 若 出 现 了 c, 颜色 的 a, 团 ,结论 成 立 .否则 , 出 现 了 6 颜色 的 mm 团 ,这 其 
实 是 用 颜色 c，,…, cs 给 天, 的 边 染 色 , 于 是 由 mw = rtas,…, a4) 可 知 ,或 者 出 现 
cz 颜色 的 a, 团 ,或 者 出 现 cs 颜色 的 ay 团 ,…, 或 者 出 现 c 颜色 的 a 团 ,从 而 结 
论 成 立 . 0 

由 定理 5.5.1 可 知 , 广义 Ramsey 数 是 存在 的 , 且 关 于 广义 Ramsey 数 也 有 类 
似 于 定理 $.1.2 和 定理 $.1.3 结论 ， 

定理 5.5.2 ”对 任意 《个 大 于 2 的 正 整 数 a,a;,…,&, 有 

ra a a) Er(ar -1, a G2) + ras a — 1,.%, 21) 
+ + raya yt 一下) 一 {& 一 2)， 

证 明 令 N= rlay-l,ass a) tr(iasar ly,a) + +rta az, 
a 1) 天 一 2). 对 EK 的 边 用 颜色 cl,cz, ,cx 任意 染色 . 设 是 Ky 的 任 
意 顶 点 ,在 Kx 中 与 和 相 联 的 边 共 有 N -1 条 边 , 即 与 v 关联 的 边 有 rlal -1,a;， 
a ra 一 1) 一 上 二 1 条 ,由 定理 5.4.4 知 ,这 些 边 中 ,要 么 
有 <, 颜色 的 r(al -1,42,…, a4) 条 边 ,要 么 有 cs 颜色 的 rtal, as -1,…,as) 条 
边 ,…, 要 么 有 ci 颜色 的 r(al, a;,，…, a - 1) 条 边 . 

不 妨 设 有 c, 颜色 的 r(al,asy eai 一 1 44”…; 44) 条 边 .在 以 这 些 边 
与 v 相关 联 的 rtayyazy…,al - 1… ai) 个 顶点 所 构成 的 完全 图 
Ko ,a .a -ua 中 ,要 么 有 ci 颜色 的 ai 团 ,…, 要 人 么 有 ci 颜色 的 ai- 团 ,要 么 
有 ce; 颜色 的 a -1 团 ,…, 要么 有 c 颜色 的 a 团 , 若 有 c; 颜色 的 ci - 1 财 出 现 ， 
则 该 c; 颜色 的 K, -加 上 项 点 "以 及 与 该 所 -: 之 间 的 边 , 即 构成 一 个 ec 颜色 的 
K, ,从 而 结论 成 立 . 否则 , 若 出 现 了 ci 颜色 的 al 团 ,或 出 现 了 co 颜色 的 a: 团 ， 
…, 或 出 现 c_1 颜色 的 a, | 团 ,或 出 现 c 颜色 的 io 团 ,… ,或 出 现 c, 颜色 的 a， 
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团 , 则 结论 显然 已 经 成 立 了 . 
综 上 所 证 , 知 r{faj,a2,… a) 志 N. 0 
定理 5.5.2 给 出 了 广义 Ramsey 数 的 一 个 上 界 .类似 于 定理 5.1.3, 关于 广义 
Ramsey 数 有 定理 5.5.3, 它 给 出 了 广义 Ramsey 数 的 另 一 个 上 界 ， 
定理 5.5.3 ”对 任意 的 正 穆 数 a1, as,…,ai,k 实 2, 有 
(artazt + aa)! 
dal az!l ar!l 
证 明 对 (aj +1)+ (a +1)+… + (ai +1) 用 归纳 法 . 当 a, = az = … 
= a = 1 时 , 扼 (al + 1)+ (art+l1)+…+(a+1)=24, 有 


rtai + 1, ea + 1, ,a + 1) 之 


1 
rla, + 1, a2 + 1, "sas + 1) 二 r(2,2,'",2) 三 2 < I 


结论 成 立 .假设 当 2k < (ar+l)+(az+1+…+(ar+1l)< 魏 2+ 天 时 ,结论 
都 成 立 , 则 当 (al + 1) + (az+1+…+ka+l)=m+ 点 +1 时 , 即 a+az+ 
+ 丰 二 六 + 由 定理 5.5.2 知 

rfali 二 1az+1l ar + 1) 

rtanar tl,,ar +1)+t+ rtar+ 1,a, a + 1) 

+ + ritarst la 1, a)—k+2, (5,.5,.1) 

由 归纳 假设 知 
rfaiycCz+l as+1l) = ri((ar—-1)+1,a +1,.…,a. +1) 
一 . 1 


=— 
《ai 一 1)! as! | as! ’ 


n! 


六 ae 


nl! 
r(a + 1， a2 +1,.…,a1) 所 Gil azl ee (as 一 1)! ' 
于 是 由 (5.5.1) 式 知 
rlal + 1 + 1， 二 1) 
nl nl 
< (a1— 1)! azl ** qa! + + qa! azl 和 (a -1)1 +2 


=( (n+ 1)! 


az! 7 和 | ) , 1 
QI a2! ~ as! 


ai! 
(atast :+a ~ (Kk—2)—™ nl | 
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= i) a) 
Cn + 1)! 
ai! gz! 四 1 
即 当 (ce +1)+(az+i+…+tea+li= n+ 上 +1 时 ,结论 亦 成 立 ,由 归纳 原 
理 , 定理 得 证 ， 0 


计算 Ramsey 数 是 一 件 异常 困难 的 工作 , 求 广义 Ramsey 数 的 难度 更 是 可 想 
而 知 了 .图 论 中 除了 求 Ramsey 数 外 ,还 有 许多 问题 与 Ramsey 问题 相似 .例如 , 设 
G1 和 G; 是 两 个 简单 图 , » 为 正 整数 满足 ;如 果 用 红 蓝 两 色 染 K, 的 边 , 则 无 论 怎 
样 染 ,总 会 出 现 红 色 的 G,, 或 者 出 现 蓝 色 的 G,. 记 rtG,,G;) 为 具有 这 种 性 质 的 
最 小 正 束 数 .由 Ramsey 数 (ke,L) 的 定义 易 知 , 当 G 为 上 阶 完全 图 .G: 为 上 阶 
完全 图 时 , 就 有 r(G, Gs) = rt(,4). 对 于 一 些 特殊 的 图 G, 和 G,, 可 以 得 到 
rtG, G2) 的 精确 值 . 

例 5.5.1 证 明 r(K, ,Ki,) = (mn -1)n+1. 

证 明 不妨 设 ir 之 2, 之 2, 对 于 Cm -1)n 阶 完全 图 KK ,由 Turdn 定 
理 知 , (xm 一 1)n 阶 完全 mx ~ 1 部 图 Tmv 中 不 舍 mm 团 , 把 (pm_v 中 的 
边 染 红色 ,并 将 KK 的 其 余 边 染 蓝 色 ,可 见 ,这 种 染色 使 KK(,,_1, 中 既 不 含 红色 
的 K, ,也 不 含 蓝 色 的 Kj,, 敬 riK, Ki,) 守 (m1)n+1. 

下 面 对 wx 用 归纳 法 证 明 7x (KK) 所 (mn -1)n+1. 

当 jm = 2 时 ,结论 显然 成 立 .假设 (Ki, Ki,) 所 Gn -2)n+1, 往 证 xr(K,， 
i ) 所 Cm 一 Dn+1. 在 (mm 一 1)n +1 阶 完全 图 KK 中 任 取 一 顶点 wv, 基 有 
(mm—1)an+1= [tm -2)n+1]l+n-(2—1) 

条 边 与 v 关 联 ,这 些 边 要 么 染 红 色 , 要 么 数 茧 色 , 由 定理 5.4.4 知 , 要 么 有 (Cm 一 
2)n + 1 条 边 染 红色 , 要么 有 条 边 染 蓝 色 ., 若 有 nn 条 边 染 蓝 色 , 则 已 出 现 一 个 歼 
色 的 Ki, .否则 ,有 (m 一 2)n + 1 条 边 染 红色 ,由 归纳 假设 ,以 这 些 红色 边 与 vs 相 
邻 的 顶点 中 必 出 现 一 个 红色 的 Kj, 或 出 现 一 个 蓝 色 的 Ki,, .由 于 把 顶点 wz 及 相 
应 的 红色 边 加 入 KK,_; 即 可 得 到 红色 的 K,, 因 此 ,无 论 怎样 染 KK,,_yyswi 的 边 ,总 会 
出 现 红色 的 K, ,或 者 出 现 蓝 色 的 天 即 有 六 天 KK) 所 (Gm -1)n+1. 

D 

例 5.5.2 ”用 红 , 蓝 两 色 染 K, 的 边 , 则 无 论 怎 样 染 , K, 中 总 存在 一 个 
Hamilton 图 C,, 使 得 CG 或 者 是 单 色 的 ,或 者 由 两 条 单 色 的 链 组 成 . 

证 明 对 用 归纳 法 . 当 n = 3 时 ,结论 显然 成 立 .假设 对 -1 工 阶 完 全 图 ， 
结论 成 立 .对 » 阶 完全 图 K,, 去 掉包 中 任 一 顶点 zx, 则 由 归纳 假设 , K, -了 中 有 一 
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个 长 为 n -1 的 圈 CG,_,, 使 得 C;_ 或 者 是 单 色 的 ,或 者 CC, 是 由 两 条 单 色 的 链 组 
成 . 

若 C'_, 是 单 色 的 , 则 无 论 怎样 染 与 x 关联 的 边 , 结论 均 成 立 , 因此 ,不 妨 设 
Ci 是 由 红色 的 (x,v) 链 P 和 蓝 色 的 (w,v) 链 Q 组 成 .考察 边 x 的 颜色 ,不 妨 
设 mm 染 蓝 色 , 设 wu’ 为 在 链 P 上 与 相 邻 的 顶点 . 若 mr 也 染 蓝 色 , 则 K, 上 有 az 
关 CC = Ci -i++ , 它 由 红色 的 (w ,wv) 链 P 一 wu 和 蓝 色 的 (wu',v) 
链 wz + QQ 组 成 . 若 zu' 乐 红 色 , 则 n 圈 C, 由 红色 的 (xz,w) 链 zw + 三 -ou 和 
蓝 色 的 (zx,w) 链 m + Q 组 成 , 即 对 x 阶 完全 图 K, ,结论 亦 成 立 ， 0 

例 5.5.3 设 Gi,G, 和 G, 均 为 简单 图 ,用 红 、 蓝 两 种 颜色 染 KK, 的 边 , 则 无 论 
怎样 染 , 只 要 

nmaxtr(G, G2) + vy(G3), rtG1, G3)|, 
K, 中 就 一 定 出 现 红 色 的 G, 或 者 出 现 两 个 彼此 不 交 的 蓝 色 G, 和 G;. 

证 明 车 KK 中 没 出 现 红色 的 Gi, 则 由 之 rr(G),G;) 知 KK, 中 一 定 出 现 蓝 
色 的 Gs. 考 虑 图 K, 一 VG), 由 # 守 r(Gi,Gz) + v(G;) 知 ,n 一 vy(G;) 阶 完全 
图 KK, 一 VCG;) 中 必 出 现 蓝 色 的 Ga .因此 , 天, 中 必 出 现 花色 的 G, 和 Cs, 县 它们 彼 


此 不 交 . 口 
上 面 ,我 们 介绍 了 广义 Ramsey 数 , 接 下 来 , 我 们 把 它 作 进 一 步 的 推广 , 介绍 
一 般 的 Ramsey 定理 . 


如 果 我 们 把 种 颜色 看 成 是 & 个 盒子 , 把 图 中 的 边 看 成 是 二 元 子 集 , n 阶 完 
全 图 看 成 是 一 个 = 元 集合 S, 每 一 次 染色 都 相当 于 把 S 的 一 个 二 元 子 集 放 入 相应 
颜色 的 盒子 里 ,那么 可 以 看 到 , 广义 Ramsey 数 r(al, a,,…，, ai) 就 是 满足 如 下 条 
件 的 最 小 的 正 整数 : 当 和 集合 S 的 元 素 个 数 a > F(al,a2,…,ai) 时 ,车 将 S 的 所 有 
二 元 子 集 任意 分 放 到 上 个 盒子 里 , 则 要 么 有 S 中 的 a 个 元 素 , 它 的 所 有 二 元 子 集 
全 在 第 1 个 盒子 里 ;要 么 有 S 中 的 a; 个 元 素 , 它 的 所 有 二 元 子 集 全 在 第 2 个 合子 
里 ;…; 要 么 有 S 中 的 a 个 元 素 , 它 的 所 有 二 元 子 集 全 在 第 上 & 个 盒子 里 . 

再 进一步 推广 ,将 5 的 二 元 子 集 推广 到 S 的 : 元 子 集 ,我 们 就 得 到 了 一 般 的 
Remsey 定理 ， 

定理 5.5.4( 一 般 的 Ramsey 定理 ) 设 aiya……eat 都 是 正 整数 ,上 且 a 之 
(i 二 2 天) 则 必 存 在 最 小 的 正 整数 rf(atai atit, 使 得 当 mm 守 
r(ars azs ,U4it) 时 , 设 S 是 一 个 集合 , 且 1S1= mx, 将 S 的 所 有 :元 子 集 任意 
分 放 到 上 个 盒子 里 ,要 么 有 S 中 的 ai 个 元 素 , 它 的 所 有 上 元 子 集 全 在 第 1 个 盒子 
里 ;要 么 有 S 中 的 a, 个 元 素 , 它 的 所 有 : 元 子 集 全 在 第 2 个 盒子 里 ;…; 要 人 么 有 5 
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中 的 ax 个 元 素 , 它 的 所 有 元 子 集 全 在 第 个 盒 于 里 ， 0 
习题 五 


1. 14 名 棋 手 赛 棋 ,证 明 : 不 管 下 了 多 少 盘 , 总 有 3 名 棋 手 中 任意 两 人 都 没 赛 
过 ,或 是 有 5 名 棋 手 中 任意 两 名 都 赛 过 了 .车 任何 两 名 棋 手 至 多 赛 一 盘 , 问 只 要 
共 赛 过 多 少 盘 ,就 出 现 4 名 棋 手 他 们 两 两 之 间 都 赛 过 了 ? 

2. 求 7(2,2,2,3,5),r(3,5,2) 和 r(4,4,2). 


3, 设 r(3,…,3) = 普 ， 
4 个 
(1) 证明 m 委 zfr -1) +2; 


(2) 利用 r, = 6, 证 明 x, 所 3n1; 

(3) 证 明 xr; 之 17. 

4. 不 包含 K 的 8 阶 简单 图 最 多 能 有 多 少 条 边 ? 

5.(1) 设 G 为 简单 图 , 且 6。 > y?/4, 证 明 G 中 必 包 含 三 角形 ; 
(2) 试 构造 一 个 简单 图 G 满足 。 = vj4, 且 不 舍 三 角形 ， 


(3) 设 G 为 简单 图 , 但 不 是 二 部 图 , 且 e > 人 二 +1, 证 明 G 中 必 售 三 角 


(4) 构造 一 个 不 是 二 部 图 的 简单 图 G 满足 = (+1, 且 不 含 三 角形 ， 


6. 证 明 不 包含 长 为 的 链 的 v 阶 图 的 边 数 不 超过 生地 1，， 


7. 在 九 个 人 的 天 群 中 , 有 一 个 人 认识 另外 两 个 人 ,有 两 个 人 每 人 认识 另外 
四 个 人 ,有 四 个 人 每 人 认识 另外 五 个 人 ,余下 的 两 个 人 每 人 认识 另外 六 个 人 ,证 
明 : 有 三 个 人 , 他 们 全 都 互相 认识 . 

8. 某 甲 参加 一 种 会 议 , 会 上 有 6 位 期 友 , 某 甲 和 其 中 每 一 人 在 会 上 各 相关 12 
次 ,每 二 人 各 相遇 6 次 ,每 三 人 各 相遇 4 次 ,每 四 人 各 相遇 3 次 ,每 五 人 各 相遇 2 
次 ,每 六 人 各 相遇 1 次 ,1 人 也 没 遇 见 的 有 5 次 , 间 某 昌 共 参加 几 次 会 议 ? 

9. 求 从 1 到 500 的 整数 中 被 3 和 5 整除 但 不 被 7 整除 的 数 的 个 数 . 

10. 设 aa ay 是 1,2,…,n 的 任 一 个 排列 . 证 明 : 当 ”为 奇数 时 ， 
(al 一 1){az 一 2)…{a, 一 nn) 必 为 偶数 . 

11. 一 个 学 校 开 设 三 门 外 语 :英语 、 法 诸 和 和 日语 . 要 求 每 个 学 生 至少 选 修一 
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门 外 语 .已 知 选 修 英语 、 法 语 、 日 语 的 人 数 分 别 为 172、132 和 130, 同时 选修 英语 
和 法语 的 有 48 人 ,同时 选修 英语 和 日 语 的 有 30 人 ,同时 选修 法 语 和 日 语 的 有 21 
大 ,同时 选 外 英 、 法 .日 三 门 外 语 的 有 5 人 . 问 该 校 共 有 多 少 个 学 生 ? 只 选 英语 的 
有 和 多少 学 生 ? 恰 好 选 两 门 外 语 的 有 多 少 学 生 ? 

12, 把 从 1 到 326 的 326 个 整数 任意 分 为 5 个 部 分 , 试 证 其 中 有 一 部 分 至 少 有 
一 个 数 是 某 两 个 数 之 和 , 或 是 另 一 个 数 的 两 倍 . 


下 十 】 
13. 设 1s 74 "ss Hutl 为 1 + 1 个 正 整 数 , 使 得 Qi 所 m, 且 2 三 2n ,证明 


这 + 1 个 整数 可 分 为 两 组 ,使 得 每 组 中 各 数 之 和 怡 为 = 

14. 任 取 11 个 整数 ,求证 其 中 至 少 有 两 个 数 它们 的 差 是 10 的 倍数 . 

15.7 个 球 放 到 nm 个 盒子 中 去 ,x 过 Fm 一 1), 试 证 其 中 必 有 两 个 盒子 有 相 
同 的 球 数 . 

， mi +Tm， 若 普 或 2 为 奇数 ; 

16. 证 明 (Km,K.) = m+n 一 1, 若 m 和 有 均 为 侦 数 . 

17. 证 明 : 

(1) rtPs,C.) > n,rtP, Cs) = 5; 

(2) r(C,, Cs) = 6; 

(3) 用 归纳 法 证 明 r(P:,P,) = n+2(n 之 3). 

18. 设 G 和 五 均 为 简单 图 ,它们 的 合成 图 记 作 G[FH], 其 顶点 集 为 V(G) x 
(五 ), (u,v) 和 (au) 相 邻 , 当 且 仅 当 tu E E(G) 或 w=,w € E(H). 

(1) 证 明 ;:a(G[H]) = a(G)a(H); 

(2) 证 明 : 

rikl +t lkt+1)--i 守 (rhk+tlk+1) -1)x({r(ft+l,l+1) -1); 

(3) 证 明 ; 对 任意 自然 数 n,r(2" + 1,2" +1) 守 5"” +1;} 

(4) 证 明 ; 对 任意 自然 数 n,r(k" +1,k"+D) 守 (rR+1k+1) -1)"+1. 
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图 的 着 色 理 论 内 容 十 分 丰富 , 旦 具有 广泛 的 应 用 背景 , 是 图 论 中 的 重要 第 

章 .在 这 一 领域 中 有 许 许 多 多 猜想 尚未 得 到 证 明 , 如 著名 的 四 色 和 猜想 就 是 其 中 之 

一 .图 的 着 色 包 括 边 着 色 ,项 点 着 色 以 及 面 着 色 .为 了 研究 图 的 项 点 荐 色 , 人 们 又 

提出 了 色 多 项 式 的 概念 . 求 图 的 色 多 项 式 是 图 的 着 色 理 论 中 的 一 项 重要 研究 内 

容 . 

本 章 我 们 将 介绍 边 着 色 .顶点 着 色 . 色 儿 项 式 、 递 推 关 系 的 建立 及 其 求解 等 
方面 的 基本 概念 和 结论 , 对 于 面 着 色 及 四 色 猜 想 等 内 容 将 在 第 七 章 中 介绍 ， 


6.1 边 着 色 


设 G 是 无 环 图 ,如 果 把 G 的 每 务 边 都 染 上 颜色 , 使 得 相 邻 的 边 的 颜色 都 不 
相同 , 则 这 种 染 法 就 称 为 正常 边 着 色 (proper edge coloring), 简称 边 着 色 (edge 
coloring) ,如 果 某 一 边 着 色 所 用 的 颜色 数 不 起 过 有, 则 称 该 边 着 色 为 上 边 着 色 
{k-edge coloring). 如 果 图 G 存在 k 边 着 色 , 则 称 G 是 走边 可 着 色 的 (k-edge 
colerable) ,在 G 的 所 有 边 着 色 中 , 所 需 最 少 的 颜色 数目 称 为 G 的 边 色 数 (edge 
chromatic number), 记 为 x'(G). 规 定 空 图 的 边 色 数 为 0, 若 x'(G) = 到 , 则 称 G 是 
二 边 色 的 (k-edge chromatic). 

例 6.1.1 设 有 zn 个 商人 人 a1,4s,…,a, 参加 交易 会 ,商人 az; 与 上 之 间 在 会 
期 内 有 上 &; 宗 生 意 要 洽谈 ,假定 每 个 单位 时 间 内 一 个 商人 只 能 谈 一 宗 生 意 , 试问 
至 少 需 要 多 少 个 单位 时 间 方 能 谈 完 全 部 生意 ? 

用 顶点 vi 表示 商人 ai(i = 1,2,…,n), 在 wv 与 vw 之 间 连 训 条 边 ,从 而 得 到 
一 个 无 环 图 G. 于 是 上 述 问 题 等 价 于 求 G 的 边 色 数 。 0 

实际 上 , 图 G 的 一 个 边 着 色相 当 于 CG 的 边 集 的 一 个 分 划 {El,E,,…, Ei), 其 
中 E, 表示 染 有 颜色 i 的 边 的 集合 , 它 是 G 的 一 个 匹配 ,i = 1,2,…, 大 ， 

定理 6.1.1(Vizing, 1964】  ” 设 简 单 图 G 的 最 大 度 为 4, 则 有 

ASXY (GEA+L. 
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证 明 ”对 于 G 的 任意 一 个 边 着 色 ,与 G 中 度 为 4 的 顶点 关联 的 边 就 要 用 A 
种 颜色 ,因此 x '(G) 之 4， 

对 于 边 数 用 归纳 法 证 明 %'(G) 所 4A +1. 车 G 是 空 图 ,显然 x (G) 所 A+1. 
下 设 e(G) 之 1, 假设 对 任 一 具有 el(G) - 1 条 边 的 图 G, 有 X GD) 志 A(G) + 
1, 取 zy € E(G), 于 是 

XG- DSAG~-Dm) +1lEA(G) + 
因此 ,可 以 假设 G -zy 已 经 有 了 一 个 A +1 边 着 色 , 下 面 通过 对 G - zy, 的 边 的 
颜色 进行 调整 得 到 G 的 A + 1 边 着 色 . 

我 们 约定 :如 果 与 顶点 v 关联 的 某 条 边 染 有 颜色 i, 则 称 颜 色 i 在 vw 上 出 现 ， 
否则 称 v 缺少 颜色 i. 

考虑 G - zy 的 一 个 4 + 1 边 着 色 . 因 G 的 最 大 度 为 A, 故 G 的 每 个 顶点 到 
少 缺 少 4 + 1 种 颜色 中 的 一 种 . 设 工 缺少 颜色 :, y 缺少 颜色 1, 现在 令 与 x 关联 
的 颜色 为 六 的 那 条 边 是 xy,, 设 y, 缺少 颜色 1,, 再 令 与 x 关联 的 颜色 为 :, 的 那 条 
边 是 x,, 设 y, 缺少 颜色 i,,…, 继续 上 面 的 过 程 ,当选 好 zy 时 ,如 图 6.1.1 所 示 ， 
分 两 种 傅 况 讨论 ， 


图 6.1.1 
(1) 当 排 列 到 zy, zz, 时 ,在 与 关联 的 边 中 找 不 到 染 有 颜色 忆 的 
边 , 即 顶点 z 缺少 颜色 总 ,这 时 只 要 把 zy, 染 王 ,7 改 染 1,,…,zy, 改 染 1, ,其 余 
各 边 的 颜色 均 不 动 , 显然 ,这 就 是 G 的 A + 1 边 着 色 . 
(2) 当 排 列 到 zy ,zy,,…, xy, 时 , 前面 已 有 菜 条 边 zy 染 有 颜色 4,, 即 1。= 
641j < ,这 时 我 们 把 zy 烘 志 ,把 xy,…, zy 依次 疏 染 21,，…, 避 -1s 并 取消 zy 
十 的 颜色 ,如 图 6.1.2 所 示 . 
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图 6.1.2 


现在 考虑 G 中 染 有 颜色 s 或 i, 的 边 的 集合 导出 的 子 图 玉 = FH(s,z,), 显然 
4(H) 委 2, 在 瑟 中 ,由 于 缺少 z, 而 xz 染 有 1 = 4, 故 dn(z) = 工 .因为 取 
消 了 zy 的 颜色 5，= ,所 以 y 缺少 i 于 是 , 当 s 在 y 上 出 现时 ,如 (y ) = 1， 
和 否则 y 不 是 百 中 的 顶点 .同样 , y, 缺少 了 4 ,从 而 亦 有 dn(y,)= 1, 或 者 y, 不 是 
五 的 项 点 .因此 ,由 A() 委 2 知 zx,y ,3y 不 可 能 在 互 的 同一 个 连通 分 支 中 .以 下 
又 分 两 种 情形 处 理 . 

( |)z, yy 不 属于 H(s,z,) 的 同一 连通 分 支 .如 果 y 是 H(s,t,) 的 顶点 ,只 要 
把 y 所 在 的 五 的 那个 连通 分 支 中 各 条 边 的 颜色 5 和 i, 互 换 ,y 就 会 缺少 :, 这 时 
再 把 zy 染 上 s 即 可 ;如 果 世 不 是 如 (5,e ) 的 顶点 ,这 说 明 > 缺少 s 和 i, 直接 把 
29, 染 上 s, 无 论 怎样 都 可 以 得 到 G 的 A + 1 边 着 色 . 

(1 )zr,y 属于 H(s,z) 的 同一 连通 分 支 , 则 工 , > 不 属于 于 (s,z,) 的 辣 一连 
通 分 支 .这 时 把 zy 染 4, zy,，…, 27,1 依次 改 染 上 忆 ,，…, 51, 并 取消 xy, 上 的 
颜色 (如 图 6.1.3). 

由 于 上 述 的 颜色 变化 并 不 牵涉 颜色 为 避 或 ; 的 边 ,因此 ,这 时 G 中 由 颜色 为 
5 或 4, 的 边 的 集合 导出 的 子 图 仍然 是 原来 的 子 图 五 , 于 是 z 与 y 仍然 不 在 互 的 同 
一 连通 分 支 上 , 若 y 是 也 的 顶点 ,把 所 在 的 连通 分 支 中 的 颜色 s 和 对 调 , 则 
>》 缺少 s, 这 时 zy 染 s; 若 y 不 是 二 的 顶点 ,说 明 y 缺少 * 和 i, 直接 把 zy 轨 
s 即 可 . 0 

实际 上 , Vizing 证 明了 更 一 般 的 结论 : 设 G 是 无 环 图 , p 为 连接 G 中 两 个 顶点 
的 边 的 最 大 数目 , 则 
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图 6.1.3 
4 所 Xi(G) 委 A+A， 

这 个 定理 是 最 好 可 能 的 , 即 存在 图 G 满足 x (G) = A + .例如 , 取 避 为 3 阶 图 ， 
在 每 对 顶点 之 间 连 jy 条 边 , 则 A = 2g. 由 于 G 的 3p 条 边 中 任意 两 条 边 都 相 邻 ， 
因此 x (G)=3pg=A+tpg. 

根据 Vizing 定 理 , 我 们 可 以 把 简单 图 分 成 两 类 :满足 yx“(G) = A 的 图 称 为 第 
一 类 图 ;满足 x“(G) = A +1 的 图 称 为 第 二 类 图 .一 个 图 究竟 满足 什么 条 件 才 是 
第 一 类 图 或 第 二 类 图 ,这 是 一 个 尚 待 解决 的 难题 . 下面 我 们 只 讨论 几 种 特殊 图 . 

定理 6.1.2 设 G 是 二 部 图 , 则 yx(G) = A(G). 

证 明 ” 设 G 是 二 部 图 ,对 G 的 边 数 进行 归纳 .车 e(G) =0, 则 x (G)=0 
= 4(G). 设 se(G) 之 上 假设 对 任何 边 孝 少 于 sftG) 的 二 部 图 Ci 都 满足 x (G,) 
= A(G), 任 取 ww € EFE(G), 则 G ~ ww 有 A 边 着 色 ,A = A(G). 由 于 4d6_w,(u) 
与 dco_(v) 都 小 于 4, 因 此 ,在 G -ww 的 4 边 着 色 中 ,wu 必 缺 少 某 颜 色 v 必 缺 
步 某 颜色 j. 如果 % 也 缺少 颜色 i, 或 4 也 缺少 颜色 j, 则 只 要 把 wv 染 上 i 或 i 就 得 
到 G 的 4 边 着 色 . 所 以 下 设 j 在 w 上 出 现 ,i 在 。 上 出 现 . 考 虚 G - ww 中 颜色 为 i 
的 边 与 颜色 为 的 边 的 集合 导出 的 子 图 G,, 显然 G; 的 连通 分 支 必 为 链 或 偶 图 ， 
而 x,v 必 为 它们 各 自 所 在 连通 分 支 中 链 的 端点 . 若 G; 中 存在 Cu,w) 链 P, 因 ww 
E EUG), 故 P 的 长 为 奇数 ,注意 到 P 上 的 边 的 颜色 交替 地 为 和 i, 所 以 P 上 与 
v 关联 的 边 的 颜色 为 ;, 此 与 缺少/ 矛 瑚 .于 是 G 中 不 存在 (zx,z) 链 , 即 xy,v 属 
于 G, 的 不 同 连通 分 支 ,这 时 只 要 把 x 所 在 的 连通 分 支 上 边 的 颜色 ; 和 和 i 对 调 ,zx 
就 缺少 ) 把 uv 染 ;, 便 得 到 G 的 A 边 着 色 ， 0 

根据 定理 6.1.2, 简单 二 部 图 是 第 一 类 图 ， 

定理 6.1.3 设 G 是 简单 图 , 且 s > AlLv/2j, 刘 G 是 第 二 类 图 . 

证 明 ”假设 Xx (G) = 4, 由 于 在 G 的 任何 一 个 A 边 著 色 中 ,同一 种 颜色 的 
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边 数 最 多 为 Ly/2」, 因此 把 各 种 颜色 的 边 数 相 加 , 得 
e x (G 儿 LvA2J = 4Lv72J， 

此 与 条 件 相 矛盾 . 0 

由 定理 6.1.3 立即 得 到 下 列 推论 . 

推论 6.1.4 设 巨 是 奇 阶 & 正则 简单 图 ,& 实 2, 而 G 是 由 互 删 去 mm 条 边 后 
得 到 的 图 ,0 所 mx 之 12, 则 G 是 第 二 类 图 ， 

证 明 由 于 ee(H) = y( 日 )k/2,y(H) 为 奇数 ,因此 

e(G) = eH)-m> (DE -二 
= kLv(H)/2 | > 4ACG)ILCG)A2]， 
所 以 由 定理 6.1.3 知 G 是 第 二 类 图 . 0 
. 推论 6.1.5 设 开 是 侦 阶 & 正则 简单 图 ,& 之 2, 而 G 是 由 前 分 日 的 -~ 条 边 

后 得 到 的 图 , 则 G 是 第 二 类 图 ， 

证 明 ”因为 e(H) = 方 v(H)k,v(H) 为 偶数 ,所 以 


a(G) = EC(H)+1= Dv DE +1 


= kLvCH)/2J + 1 > ACONLv(G)/2), 
于 是 由 定理 6.1.3 知 G 是 第 二 类 图 ， 0 

推论 6.1.6 ”含有 制 点 的 正则 简单 图 是 第 二 类 图 . 

证 明 ” 设 G 是 含有 割 点 的 正则 简单 图 , 则 渤 2, 若 v(G) 是 奇数 , 则 由 
推论 6.1.4 知 x (G) = 名 +1. 若 vy(G) 为 偶数 , 则 G -wv 必 有 奇 分 支 G1, 且 由 人 G 
是 正则 简单 图 知 , 4(G,) = 上 ( 若 不 然 ,v 必 与 G, 的 每 个 顶点 在 G 中 相 邻 ,从 而 
> v(G1), 而 G, 中 顶点 在 G 中 的 度 必 不 大 于 v(G1), 蔬 盾 ). 设 vv 与 G, 之 间 的 边 
数 为 mn, 则 zx 之 点 ,从 而 

=(G) = (kv(G) - m) > FRVG) -hk) = Lv(G1)/2), 
由 定理 6.1.3 知 x¥ (G1) = A(G1)+1= 上 +1, 从 而 x (G) 守 衣 +1, 根 据 Vizing 
定理 ,有 x(G) = 大 十 1. 0 
定理 6.1.7 Kz, 是 第 一 类 图 , KK,,, 是 第 二 类 图 ， 
证 明 设 V(K,,) 三 fo oo 定义 
M = Ivo,l U {op ll jEn -1 (ig2n -1)， 
其 中 顶点 的 下 标 (i -j) 和 (i + 站 都 是 取 模 (2n - 1) 的 同 余 .容易 看 出 , M; 是 Ka 
的 完美 匹配 , 且 Mi 站 Mi = @(i 关 门 ,从 而 得 到 Kz, 的 一 个 (2n -1) 边 着 色 (M,， 
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AM NM), 即 六 (Ka) 魏 27 -1, 故 由 Vizing 定理 知 x (Ka,) = 22 一 1 
Kz 是 奇 阶 正则 简单 图 , 故 由 推论 6.1.4 知 Ki 是 第 二 区 图 ， 0 
Erd5s 和 Wilson 于 1977 年 证 明了 当 顶 点 数 充 分 多 时 , 几乎 所 有 的 简单 图 都 是 

第 一 类 图 , 即 

. | ec 
lim Ten) T 1 = 
其 中 cln) 表示 所 有 n 阶 简单 图 中 第 上 类 图 的 全 体 (& = 1,2). 


6.2 ”顶点 着 色 


设 G 是 无 环 图 , 若 把 G 的 每 个 顶点 都 染 上 颜色 , 并 且 使 G 的 任 一 对 相 邻 顶 
点 具有 不 同 颜色 , 这 种 染 法 称 为 正常 顶点 着 色 {proper vertex coloring), 简称 为 G 
的 著 色 (coloring) . 若 某 一 着 色 中 所 使 用 的 颜色 数目 不 超过 上 &, 则 称 这 个 着 色 为 & 
着 色 (k-coloring) . 若 图 G 存在 & 着色, 则 称 G 是 k 可 着 色 的 (k-colorable) .使 得 G 
是 二 可 着 色 的 & 的 最 小 值 称 为 G 的 色 数 (chromatic numbor), 记 为 x(G)., 若 x(G) 
二 此 , 则 称 G 是 上 色 图 (kechromatic graph). 

例 6.2.1 设 某 学 校 有 = 门 课程 可 供 学 生 选 修 , 期 末 要 进行 考试 .显然 每 名 
学 生 一 个 时 间 段 只 能 参加 一 门 课程 考试 . 问 期 来 考试 圣 少 要 安排 在 多 少 个 时 间 
段 进 行 ? 

用 个 顶点 v1, wy,…, 思 表示 n 门 课程 , 当 且 仅 当 课程 i 和 课程 7 被 同一 名 学 
生 选 修 时 ,在 vw 和 z 之 间 连 一 条 边 , 这 样 就 得 到 一 个 n 阶 简单 图 G. 上 述 的 考试 
安排 阅 题 相当 于 求 G 的 色 数 ， 口 

关于 顶点 着 色 , 我 们 指出 下 面 几 点 . 

(1) 一 个 无 环 图 是 上 可 着 色 的 , 当 且 仅 当 它 的 基础 简单 图 是 有 上 可 着 色 , 因此 ， 
只 须 讨 论 简单 图 的 着 色 . 

(2) 图 G 的 一 个 & 着 色 等 价 于 把 VCG) 分 划 成 二 个 独立 集 W, Va，…，w, 以 
后 常用 (VV …,V) 表示 G 的 着 色 . 

(3) 一 个 图 是 & 可 着 色 的 , 当 且 仅 当 它 是 部 图 . 

(4) G 是 1 色 图 , 当 且 仅 当 G 为 空 图 . 

(5) G 是 上 色 图 , 当 且 仅 当 G 是 部 图 ,但 不 是 & 一 1 部 图 (k 之 2). 

在 图 6.2.1 中 , 易 知 G 是 3 可 营 色 的 , 且 G 不 是 二 部 图 { 含 奇 国 ), 故 G 不 是 
2 可 着 色 的 ,所 以 x(G) = 3. 

对 于 一 般 图 , 计算 色 数 是 一 件 非常 困难 的 事情 .下 面 估计 色 数 的 上 界 . 

定理 6.2.1 设 简单 图 G 的 顶点 集 V(G) = 1o.,w,…, 双 |, 且 每 个 wv 最 多 
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图 6.2.1 3 鱼 图 如 

只 与 如 ,v2，…; -1 中 的 上 个 顶点 相 邻 ,2 魏 了 安 风 则 有 YX(G) 雪上 1 

证 明 ”用 人 外,@,…,@@,… 表示 一 个 颜色 序列 , 当 i 天 5 时 ,全 与 名 是 不 同 
的 . 先 把 vw 染 人 @, 当 vw, 与 不 相 邻 时 , 仍 把 vw 染 全 ,否则 ,把 mw 染 四 .一 般 地 ， 
当 已 经 把 顶点 v4, v5,… ,vi 染色 , 而 得 到 G[ fw, v4，…, wi|] 的 天 + 1 和 着色 之 
后 ,在 使 G[1v1, vw,…, ww1] 获得 正常 着 色 的 前 提 下 , 总 是 用 标号 最 小 的 颜色 来 
染 久 ,由 于 最 多 与 0 ，…,w-; 中 的 个 顶点 相 邻 ,因此 + 1 种 颜色 中 必 有 一 种 
颜色 可 以 染 包 , 从 而 得 到 G[ fv.,…,w1] 的 +1 着 色 , 继 续 下 去 ,最 终 得 到 GG 的 
+1 着 色 , 于 是 x(G) 志 k+l1. 0 

推论 6.2.2 ”对 任意 简单 图 G, 均 有 x(G) 专 4(G) +1. 

证 明 设 V(G) = fo,w;… ;1; 则 每 个 包 最 多 只 与 ,vy,…,w-1 中 的 
4(G) 个 顶点 相 邻 ,2 委 /所 ， 于 是 由 定理 6.2.1 知 结论 成 立 . 0 

推论 6.2,3 设 忆 是 简单 图 , 则 x(G) 所 max8(H) + 1, 其 中 互 是 取 般 G 的 
所 有 由 顶点 导出 的 子 图 . 

证 明 设 六 = max8( 衣 ), 由 于 五 能 取 到 G, 因 此 8(G) 所 到, 从 而 G 中 有 一 
个 顶点 名 ,使 (vwv,) 筷 , 令 昌 1 = G 一 ,日 ,是 G 的 导出 子 图 ,因而 及 也 
有 一 个 顶点 v1, 使 dp (V1) SE & ,再 令 开 >: = G - fw,,vwl ,同样 有 vw, € 
V(H,_s), 和 使 dn _, (tz) Sk, 这 祥 下 去 , 就 得 到 一 个 顶点 序列 ,v2,…, wi 根 


据 该 序列 的 做 法 可 知 , 序列 中 每 个 * 最 多 与 ,vy，…, wi 中 个 顶点 在 G 中 相 
邻 ,2 扫 j 委 册 因此 ,由 定理 6.2.1 知 YXf(G) 安 丰 +1， 0 
推论 6.2.4 设 避 是 简单 连通 图 , 旦 不 是 正则 图 , 则 有 
XxX(G) EACG). 

证 明 ”由 推论 6.2.3 可 知 , 只 须 证 明 G 的 任何 导出 子 图 电 都 有 5(H) 所 
AtG) -1. 若 五 = G, 因 GG 不 是 正则 图 , 故 5(H) 委 4(G) -1. 若 万 是 如 的 真子 
图 , 则 由 G 的 连通 性 可 知 , 有 xz E VIH),y € VG)\ VCH), 使 zy EE(G), 从 
而 dp(7) < dolz) 之 A(G), 因 此 5H) 所 (7) 夺 A(G) -1. 0 
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推论 6.2.5 ” 设 G 是 连通 的 正则 简单 硒 , 且 含有 1 顶点 割 , 则 
x(G) < A(G). 

证 明 设 lv| 是 G 的 1 顶点 制 ,G 为 G - v 的 一 个 连通 分 支 , 记 G， = 
G[VCGG YU fv1],G; =G-YG). 由 于 G 是 连通 正则 简单 图 ,因此 , 每 个 G; 都 
是 连通 简单 图 ,但 不 是 正则 图 , 且 A(G;) = 4A(G). 于 是 由 推论 6.2.4 知 YX(Gi) 所 
4fG)0i = 1,2), 分 别 对 G, 和 G, 进行 A(G) 着 色 , 使 得 vw 在 G,,G,; 的 A(G) 着 
色 中 染 相 同 颜 色 , 从 而 得 到 G 的 A(G) 着 色 , 即 x (G6) 委 A(G). 口 

推论 6.2.6 ” 设 G 是 连通 的 正则 简单 图 ,之 3, 且 G 有 2 项 点 割 , 则 x(G) 
A(G). 

证 明 ” 设 {w,w1 是 G 的 2 顶点 割 ,G' 是 G -1v1, wl 的 一 个 连通 分 支 , 令 
Gi = GL[VCGDY U | 四,G = GG- VG .车 viv 人世 E(G), 则 可 以 假设 
dc (wn) > 1, do, (ww) > 1. 这 是 因为 , 若 不 然 , 则 由 & 实 3 有 以 下 三 种 情况 ， 

(1) do (1) = 1,do, (wm) = 1i 

(2) de (ri 三 1,de, (vw) > 1; 

(3) do (v:) > 1 de (ww) = 1., 

当 (1) 发 生 时 , 则 do (om) > 1,dc (ww) > 1, 此 时 只 需 将 vi 与 wm 互 换 ; 当 (2) 
发 生 时 , 则 有 wiui EE(G1), 此 时 Hau, v1 仍 是 G 的 2 顶点 市 , 且 dc -。 (wu1) >1， 
de + 【zz ) 之 de, Cvs) > 1, 从 而 只 要 用 代 痊 vw, 用 GG 一 vw 和 代替 GG ,用 GG, + vw 
代替 Gz 即 可 ;对 于 (3), 同 (2) 类 似 地 处 理 .对 于 i = 1,2, 令 

Gi + uv uv EG E(G); 

ec， viw € E(G). 
显然 厅 不 是 正则 图 ,但 它 是 连通 简单 图 , 从 而 由 推论 6.2.4 知 x(H) 所 A(G,) 
= 此, 即 五 有 下 着色, 使 ww 荐 以 不 同 的 颜色 (i = 1,2) .不 妨 设 太 在 再 和 HH; 
的 大 着 色 中 同 染 颜色 名, 思 在 吾 和 球 的 & 着 色 中 同 染 颜色 @@, 从 而 得 到 G 的 
着 色 , 即 X(G) 把 衣 . 0 

由 推论 6.2.2 可 知 , 简单 图 的 色 数 至 多 为 4 + 1, 并 且 由 上 述 一 系列 推论 可 
以 发 现 , 大 多 数 简 单 图 的 色 数 都 不 超过 4, 但 是 , 也 确 有 色 数 达到 A + 1 的 简单 
图 , 例如 奇 贺 和 完全 图 .Brooks(1941) 证 明了 在 连通 简单 图 中 只 有 这 两 类 图 的 色 
数 达 到 A + 1. 

定理 6.2.7[Brooks,1941) ” 设 G 是 连通 简单 图 , 且 既 不 是 奇 图 也 不 是 完全 
图 , 则 x(G) 所 A(G). 
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证 明 首先 ,根据 推论 6.2.4, 可 以 假设 G 是 正则 图 .其 次 ,不 妨 没 A(G) 之 
3, 因为 A(G) = 0 或 1 时 ,G 只 能 是 Kj 或 K,, 此 与 条 件 相 矛盾 ;而 A(G) = 2 时 ， 
G 只 能 是 侦 辕 或 链 , 即 知 X(G) = 2 志 A(G). 于 是 vyv(G) 之 5. 根 据 推论 6.2.5 和 和 
推论 6.2.6, 还 可 假定 G 是 3 连通 的 ， 

由 于 G 是 连通 简单 图 , 且 不 基 完 全 图 ,因此 ,由 例 1.4.1 可 知 ,存在 u,v,w € 
V(G), 使 wv,vwEE(G), ww 区 E(G), 令 四 =uyw = tw, 一 v, 因 G 是 3 连 
通 的 , 故 G - |w wz| 连通 .在 G 一 |w,vil 中 取 的 相 邻 顶点 wi, 设 忆 ; 是 GG 
- Huo za 中 不 局 于 |w ,wl 但 与 iv ,wl 中 顶点 相 邻 的 顶点 .一 般 地 , 取 %,， 
为 G - {u,vw2} 中 不 属于 ww wa 但 与 其 中 的 顶点 相 邻 的 项 点 (1 委 i 
所 vy 一 3), 从 而 得 到 右 的 一 个 顶点 序列 ww,，…, ,1,2,, 并 且 该 序列 中 每 个 vv(1 
<7 扫 v-1) 都 与 排 在 其 后 的 某 个 顶点 相 邻 ,或 者 说 六 的 前 面 最 多 有 A - 工 个 顶 
点 与 站 相 邻 (2 委 7 所 ，- 1), 采 用 定理 6.2.1 的 证 明 方 法 可 知 G[fw,…, wt] 
能 用 颜色 上 四, 四, …, 因 进行 正常 着 色 , 且 站 与 包 同 染 全, 因为 包 与 mu 都 相 
邻 , 所 以 vw 的 4 个 邻 点 至 多 染 4 - I 种 颜色 , 即 知 vw 可 用 颜色 四 ,…, 罗 中 的 某 
种 颜色 来 染 ,这 样 就 得 到 G 的 4 着 色 ， 0 

关于 图 的 色 数 ,推论 6.2.2 给 出 的 上 界 有 时 与 色 数 的 实际 值 相差 甚大 , 例如 
非 空 的 二 部 图 是 2 色 图 , 但 是 它 却 可 以 有 任意 大 的 最 大 度 .从 这 种 意义 上 讲 , 推 
论 6.2.2 比 起 边 色 数 的 Vizing 定理 来 是 相当 弱 的 .可 是 另 一 方面 ,满足 x¥'(G) = 
A(G) + 1 的 简单 图 G 可 能 是 哪些 图 我 们 并 不 清楚 , 但 Brooks 定理 却 指出 :只 有 
两 类 简单 拷 G 满足 x(G) = A{G)+1. 

下 面 再 讨论 色 数 的 下 界 ， 

由 于 简单 图 G 的 任何 一 个 着 色 至 少 使 G 的 每 个 团 中 顶点 染 不 同 的 颜色 , 因 
此 ,对 G 的 任何 团 S, 均 有 x{G) 之 1S1, 又 因为 $ 是 人 的 团 , 当 且 仅 当 S 为 G 的 
独立 集 , 所 以 我 们 得 到 色 数 的 一 个 明显 的 下 界 ;Y(G) 守 a(G). 

定理 6.2.8 设 G 为 简单 图 , 则 

(GG) 


£0) 2 FG6) ~ 20) 机 
并 且 上 式 中 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 G 是 完全 部 图 , 且 各 个 部 分 的 顶点 数 相等 ， 
证 明 注意 到 v(G) = v(G),e(G) = | "SG) | - e(G), 从 而 根据 推论 
5.2.5 得 
GG) v (G) 
y{G) +2e(G) yi(G) -280G) 
并 且 上 式 左 洁 等 于 右 端 , 当 且 仅 当 巨 是 个 点 不 交 的 同 阶 完全 图 的 并 ,这 等 价 于 


a(G) 六 (6.2.2) 
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G 是 完全 上 部 图 , 且 各 个 部 分 的 顶点 数 相等 .因此 


(GD) 
X(5) a0) 2 0) 260Gy 


若 式 (6,2.1) 中 等 式 成 立 , 则 式 (6.2.2) 左 端 等 于 右 端 , 从 而 G 是 完全 上 部 图 , 且 
各 个 部 分 的 项 点数 相等 .反之 , 若 G 是 完全 上 部 图 , 且 各 个 部 分 的 顶点 数 相等 , 则 
式 {6,2,2) 中 左 端 等 于 右 端 , 此 时 yx(G) = 有 = a(G), 即 式 (6.2.1) 中 等 号 成 立 ， 
0 
下 面 的 定理 指出 了 x(G) 与 x(G) 之 间 的 关系 . 
定理 6.2.9{Nordhaus，Gaddum,1956】 设 避 是 v 阶 简单 图 , 则 


2 EX(G) + x(G) Ev+1, 
vOG) SA +1). 
证 明 。 设 (V,…, Vicoy) 是 G 的 x(G) 着 色 , 则 


a(G) 之 max | V1| 守 一 ~ ZY 


即 知 X(G) 之 206) > 了 全 .这 就 证 明了 x(G)X(G) 之 


现在 对 v 用 归纳 法 证 明 x(G) + x(G) 委 ，+1. 当 ”= 1 时 ,不 等 式 显然 成 
立 . 假 设 对 任何 阶 数 小 于 v 的 简单 图 ,不等式 都 成 立 . 设 G 为 vy 阶 简单 图 ,v 2， 
任 取 vE V(G), 令 玉 = G-u 则 五 =G-z 易 知 x(G) 扫 (0 + 1,x(G) 
过 XX( 甩 +1. 若 x(G) < x(H)+1 或 x(G) < X() +1 则 由 归纳 假设 ,xz(G) 
+ X(G) 委 X(H) + x(H) +1 礼 v+1. 因 此 下 设 x(G) = x(H) +1,x(G) = 
X《 再 ) +1, 则 在 玉 的 x( 理 ) 着 色 中 , Ne (wv) 中 项 点 用 到 x (H) 种 颜色 , 故 d6(v) 之 
xX (HH) .类似 地 可 证 ;da(v) 污 x( 理 ), 从 而 
XH) + x(H) SS de(v) + de(v) = v-1, 
于 是 
YG) + xX(G) Ev+1. 


又 因为 JY(G)X(G) 志 下 2 人 所 以 


X(G) +XYIG) 2Vrv; 


XxX(G) + x(G) 
2 


X(G)X(G) EA( 》 所 (+)? 0 
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6.3 色 多 项 式 


设 G 是 顶点 标号 图 ,用 上 种 颜色 对 G 的 顶点 进行 着 色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 
着 色 ? 所 谓 两 个 上 着 色 不 同 是 指 至 少 有 一 个 顶点 在 两 个 & 着 色 中 颜色 不 同 ,用 
x(G, 上 ) 表示 图 G 中 所 有 不 同 的 上 着色 的 数目 .Birkhoff 于 1912 年 首先 提出 并 研 
究 xr(G,&). 

不 难 知道 ,x(G, 上 ) > 0, 当 且 仅 当 G 是 二 可 着 色 的 .因此 ,xy(G) 就 是 使 
x(G,k) >0 的 最 小 自然 数 大 ， 

一 般 说 来 , 求 x{G,) 是 十 分 困难 的 .下 面 计算 两 类 特殊 图 的 不 同 的 & 着 色 
的 数目 . 

因为 空 图 K, 的 每 一 个 顶点 都 可 以 染 以 & 种 颜色 中 的 任何 一 种 ,所 以 

r(K,,k) = kk", 

对 于 完全 图 K,, 染 K, 的 第 一 个 顶点 v, 时 有 上 种 颜色 可 供 选择 , 染 第 二 个 顶 
点 vz 时 只 有 -1 种 颜色 可 供 选择 ,依次 类 推 可 得 

nr(K,,k) = E(k -1).(k— y+1). 

对 于 一 般 的 简单 图 G, 有 下 面 的 递 推 公式 . 

定理 6.3.1 对 于 简单 图 G 的 任意 一 条 边 e, 有 

rtG,k) = rx(G -ee,k)— rr(G: e,k). 

证 明 设 。= uv,G -uv 的 全 体 送 色 可 以 分 为 两 类 ,一 类 使 x 和 w 的 颜 
色相 同 , 另 一 类 使 w 和 ww 的 颜色 不 同 .对 于 前 一 类 着色, 用 w,w 的 关 色 染 G , 
中 新 顶点 ,就 对 应 着 Ge 的 着色, 显然 这 种 对 应 是 一 一 对 应 , 司 样 ,后 一 类 上 着 
色 与 G 的 全 体 上 着 色 之 间 存 在 一 一 对 应 ,因此 

rn(G— ee,k)= x(G.e,k)+ rx(G,k). 口 

利用 这 个 递 推 公式 ,我 们 得 到 下 面 的 一 个 重要 定理 . 

定理 6.3.2 设 简 单 图 G 有 ;个 顶点 ,se 条 边 和 w 个 连通 分 支 , 则 

A(G,k) = 2 1)'iak’’, (6.3.1) 
其 中 an = la = ea >002Aiy-w). 

证 明 ”对 e 进行 归纳 . 当 e = 0 时 , 则 G = 攻 ,x(G,k) = ', 式 (6.3.1) 成 
JJ 

假设 对 所 有 边 数 小 于 。 的 简单 图 , 式 (6.3.1) 成 立 .下 面 对 y 个 顶点 ,e 条 边 、 
w 个 连通 分 支 的 简单 图 G 证 基 式 (6.3.1) 成 立 .8 之 1, 任 取 ww € E(G), 并 令 GG 
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= G ~ ww,G 为 G， ww 的 基础 简单 图 , 测 x(G,k) = xfG www,k), FH 于 v(G.) 
= y,2(G1) = 8 一 1,w(G1) = w 或 w + 1, 根 据 归纳 假设 ,有 
nr(G,k) = Rk (ee — 1)k + 5(- 1) bk 


这 里 >0(2 吉 i 和 vyv-w-1), 并 且 当 w(G) = w 时 ,6,, >0, 当 w(G) = 
由 十 1 时 ,5 。= 0, 同 样 ,因为 uv(G) = vy -1sfG) < sofG) = oo 所 以 


tr-l-m 


x(G2,&) 三 kh"! 十 > 《一 1 


= hk 人 - Tc (GF=i+1) 


一 &" “1 -3 1)eg’ 二 (é; 二 《Ci 1) 
这 里 5 >0 Qj 和 vw), 于 是 由 定理 6.3.1 有 
if 人 ， Ek) 一 rt(G,k) TfCGz k) 


= ek + SI/(b + ee 
i=2 


= 外 一 级 于 十 >- 1) ae 一， 


其 中 ai = 户 +E >0(2 扫 ;雪上 )， 口 
因为 图 连通 , 当 且 仅 当 w(G) = 1, 所 以 由 定理 6.3.2 立即 得 到 
推论 5.3.3 简单 图 G 连通 , 当 且 仪 当 x(G,k) 中 a,., > 0. 0 


根据 定理 6.3.2, x(G, 率 ) 是 & 的 多 项 式 函 数 , 因 此 通常 称 x(G,) 为 简单 图 
G 的 色 多 项 式 (chromatic polynomial). 

定理 6.3.1 提供 了 递 推 地 计算 色 多 项 式 的 方法 ， 

(1) 车 简单 图 G 不 是 空 图 , 则 可 反复 利用 公式 

1 天) = xr(G— ek)— rtG， 已 此)， 

把 x(G,&) 表示 为 若干 个 空 暂 的 色 多 项 式 的 代数 和 . 

(2) 若 简单 图 G 不 是 完全 图 , 则 可 反复 利用 公式 

A(G,k) = x(G+ e,k)+ xr((G+e), 2,k) 

把 x(G, 友 ) 表示 成 若干 个 完全 图 的 色 多 项 式 的 和 . 

方法 (1) 和 方法 (2) 分 别称 为 减 边 法 和 加 边 法 . 减 边 法 通常 适合 于 边 数 较 少 
的 图 , 而 加 边 法 则 能 更 有 效 地 应 用 于 边 数 较 多 的 图 . 

虽然 迄今 为 目 , 我 们 还 不 知道 什么 样 的 多 项 式 是 色 多 项 式 ,但 是 对 于 树 有 下 
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定理 6.3.4 ”简单 图 G 是 树 , 当 且 仅 当 x(G,k) = E(k 一 1)”. 

证 明 

(<) 若 r(G,E) = Ck 一 14)”, 则 x(G, 友 ) 中 a,r = 1, 从 而 由 推论 6.3.3 
知 G 连通 , 并且 在 x(G,k) 中 ,al = vy -1, 即 由 定理 6.3.2 知 e =， 一 让 所 以 全 
是 树 . 

(一 ) 对 v 进 行 归纳 . 当 vy = 1 时 ,G = Ki; 当 vy = 2 时 ,G = K;. 于 是 , 当 y 专 
2 时 ,总 有 rx(G,k) = kl 一 1)"! .假设 G 是 树 , 且 2 才 vy 志 一 1 时 , x{G,k) = 
k(& 一 1)", 设 树 G 的 阶 y(G) = n 守 3, 且 wv 为 6G 的 悬挂 点 . 考 韦 树 G = G 一 
z 由 归纳 假设 , x(G',) = (Ck 一 1) ,对 于 局 的 每 个 & 著 色 , 为 了 得 到 G 的 上 
着 色 , 与 v 相 邻 的 郑 个 顶点 的 颜色 不 能 用 来 染 w, 即 染 w 有 k - 1 种 颜色 可 选 供 选 
择 , 故 

A(G,E) = xr(G, RCR -1) = kk 1)"?, 0 

定理 5.3.5( 洪 渊 ,1984) ”简单 图 G 是 连通 二 部 图 , 当 且 仅 当 x*{G,&) 中 的 
a,1 为 奇数 . 

证 明 ” 若 已 知 图 G 连通 , 则 s 尘 vy -1. 若 已 知 x(G,&) 中 的 a 为 奇数 ， 
则 a, > 0, 从 而 由 推论 6.3.3 知 他 连通 ,也 有 es 六 ，- 1. 

对 s 进行 归纳 . 当 e = y -1 时 , 因 G 连通 , 故 G 是 树 , 从 而 由 定理 6.3.4 知 
al = 1 为 奇数 ;反之 , 若 e,-! 为 琳 数 , 则 G 连通 , 即 知 G 是 树 , 于 是 G 为 连通 二 
部 图 . 

假设 对 边 数 小 于 m 的 任何 简单 图 ,定理 成 立 , 往 证 当 GG 是 mm 条 边 的 简单 图 
时 定理 也 成 立 ， 

先 证 必要 性 . 设 台 是 连通 二 部 图 , 且 m > vy -1, 则 GG 不 是 树 . 令 。e 是 G 中 某 
个 圈 上 的 一 条 边 . 设 rtG - eg) 和 rrfG .eg 中 1 次 项 有 的 系数 分 别 为 
("bi 和 (- 1) ca 因为 G- e 是 连通 二 部 图 ,G. e 是 连通 图 但 不 是 二 
部 图 , 所 以 由 归纳 假设 ,0,-, 是 奇数 , c, > 是 偶数 ,从 而 

nlG,k) = 区 (G 一 ee 天) 一 开 (G e,k) 

中 1 次 项 上 的 系数 为 

《一 1 = (1 
即 c， = B61 + cz 为 麻 数 . 

再 证 充分 性 . 设 x(G,) 中 a,. 为 奇数 , 则 由 推论 6.3.3 知 G 连 通 .下 证 G 是 
二 部 图 . 若 不 然 ,G 中 合 有 奇 团 C, 设 e E€ E(C). 易 见 ,G -ee 含 有 有 图 , 当 且 仅 当 
G,e 含 有 奇 圈 , 即 G --e 是 二 部 图 , 当 且 仅 当 G .ee 是 二 部 图 .又 因 G 连通 , 故 避 
-ee 和 G',e 都 连通 .于 是 由 归纳 假设 知 , x(G .ee,&) 的 1 次 项 系数 中 6c-w-1 和 
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rfG，e&) 的 1 次 项 系数 中 cc. 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 x(G,k) 的 1 次 项 系 
数 中 a,_， = LN | 为 偶数 ,此 与 假设 条 件 相 了 矛盾， 0 


6.4 ” 北 推 天 系 的 建立 


色 多 项 式 x(G,&) 是 十 分 难 求 的 , 求 rz(G,) 也 就 是 求 用 种 不 同 颜色 ,给 
顶点 标号 图 G 的 顶点 着 色 的 不 同方 案 数 .对 于 一 些 特殊 的 图 类 , 我 们 可 以 通过 
建立 递 推 关 系 来 求 x(G, 上 ) ,所 谓 递 推 关 系 {recurrence) 是 指 对 于 给 定 的 一 个 数 
列 五 (0),H(1),…,H(n),…, 若 存在 整数 m6, 使 得 当 n 渤 no 时 ,可 以 用 等 号 (或 
大 于 号 ,小 于 号 ) 将 昌 (n) 与 其 前 面 的 茶 毕 项 入 (i)(0 委 < nm) 联系 起 来 ,这 样 
的 式 子 就 叫做 递 推 关系 . 例如 

(po = Hln -1)+1l,n 实 1, 

H(0) = 0 
就 是 关于 数列 FH(n) 的 递 推 关系 .由 瑟 (0) 就 可 以 计算 出 G(1) = 1, 由 二 (1) 又 
可 以 计算 出 百 (2) = 2, 如 此 下 去 可 以 计算 出 五 (=) = .不 难看 出 , 递 推 基 系 连 
同 其 初始 条 件 一 起 就 惟一 地 确定 了 一 个 数列 . 

对 于 圈 、 轮 图 等 ,它们 的 色 多 项 式 所 满足 的 递 推 关系 是 比较 简单 易 求 的 , 确 
实 可 以 用 递 礁 关系 的 有 关 理 论 来 求 出 它们 的 色 多 项 式 .为 简便 直观 起 见 ,我 们 记 
Cftna ,大 ) 为 用 让 种 颜色 给 顶点 标号 的 n 圈 C, 的 顶点 着 色 的 不 同方 案 数 , 即 Ctn， 
&) = x(C,, 卡 ) ,类似 地 , 记 W(n,k) 为 用 种 颜色 给 有 n 个 辐 条 的 轮 图 仅 , 的 项 
点 着 色 的 不 同方 案 数 , 即 W(n,) = x(W,,) .下面 我 们 就 分 别 建立 C(n,k) 和 和 
Wln, 卡 ) 所 满足 的 递 推 关系 . 

对 于 7 . 圈 G,, 任 取 其 上 一 边 e, 则 有 zr(C,k) = x(C, -ek)- x(C, :2， 
上 .注意 到 局 - e 为 n 阶 树 , 由 定理 6.3.4 知 ,x(C, -ee,k) = kk-1)", 而 CC, 
“2 为 一 个 (2 -1) 图 , 则 有 

(St) = k(k -1)" -Cn —1,k),n >2, 
C(2,&) = k(k — 1). 

另外 , 我们 还 可 以 从 另 一 角度 出 发 ,建立 C(n,k) 所 满足 的 递 推 关 系 . 如 图 
6.4.1 所 示 , n 图 C, .分 两 种 情形 : 

(|i) 若 w 与 vv 蔷 同 种 颜色 ,此 时 ww 有 -1 种 着 色 方 案 , 而 与 vw 着 
同色 , 故 可 以 看 成 是 同一 个 顶点 ,于 是 ,vy,… ,wv 的 着 色 方 案 数 为 C(m - 2， 
&), 故 此 时 n 轿 C, 的 着 色 方 案 数 为 (人 -1)C(n -2 大 ). 

(i ) 若 vw 与 w-: 着 以 不 同 颜色 ,此 时 ww 将 有 -2 种 着 色 方 案 ,而 ww 与 w- 


(6.4.1) 
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由 


Vn-3 


图 6.4.1 nn 图 GC, 


着 以 不 同 颜色 , 故 可 以 把 它们 看 成 是 相 邻 顶点 , 于 是 v.,%v,,…,w，! 可 以 看 成 是 
一 个 (n -1) 转 ,它们 的 着 色 方 案 数 为 C(2 一 1,&), 故 此 时 圈 C, 的 着 色 方 案 数 
为 C(a 一 1,k)(k -2). 
综合 以 上 两 种 情况 有 
Cn,k) = (TICOn —2,k) + {kk -2)C(n — 1,k),n 4, 
es = 大 ( 一 1)， (6.4.2) 
Cl3,8) = k(tk — 1)(k 一 2). 
类 似 地 ,对 于 轮 图 镀 , ,如 图 6.4.2 所 示 , 用 种 不 同 的 颜色 为 其 x + 1 个 顶点 
着 色 . 同 样 分 两 种 情况 讨论 . 


图 6.4.2 轮 图 妈 ， 

(ji ) 若 与 w-: 着 同 种 颜色 , 则 此 时 顶点 办 有 -2 种 着 色 方 案 ,而 w 与 
w-1 着 同 种 颜色 , 故 可 以 把 它们 看 成 是 一 个 顶点 , 从 而 此 时 ww 如 ,vy,…, 久 -1 的 
着 色 方案 数 与 有 n - 2 个 辐 条 的 轮 图 W,, 的 着 色 数 相同 , 即 为 WCn - 2, 大 ). 
于 是 ,在 这 种 情况 下 , 轮 图 多 , 的 上 着 色 数 为 (& -2)W(n -2 大) 

(ii) 若 ww 与 w- 着 不 同 的 颜色 , 则 此 时 顶点 ww 有 一 3 种 着 色 方 案 , 而 其 他 
的 顶点 mwt mmw-l 的 着 色 方 案 数 则 与 有 n -1 个 辐 条 的 轮 图 W ,的 & 着 
色 数 相同 , 即 为 Wtn 一 1,&), 故 在 这 种 情况 下 , W 的 着色 数 为 (上 -3)W(n 一 
1,&). 
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综合 以 上 两 种 情形 , 我 们 有 
W(n,k) = (一 2)W(z —2,k) + (hk -3W(n — 1,k),n > 4， 
[ves = kk — 1)(k — 2)(k -3), 
W(4,k) = E(k — (Ek - 2) (Ck — 3). 
(6.4.3) 

还 有 其 他 一 些 着 色 的 计数 问题 , 我 们 同样 可 以 建立 相应 的 递 推 关系 .例如 ， 
顶点 标号 的 x 阶 空 图 的 & 着 色 数 为 &r .但 若 去 掉 顶 点 标号 ,同时 要 求 在 用 种 颜 
色 给 G 的 顶点 着 色 时 , 每 一 种 颜色 都 必须 用 到 , 问 这 时 有 和 多少 种 不 同 的 着 色 方 
案 . 易 见 , 当 kk = 1 或 n 时 ,者 只 有 惟一 的 1 种 着 色 方案 . 且 当 > n 于 ,满足 条 件 
的 着 色 方 案 数 为 0. 记 S(n,&) 为 满足 条 件 的 不 同 的 着 色 方案 , 当 1 < 上 << 时， 
任 取 驴 中 的 一 个 顶点 ,分 两 种 情形 讨论 . 

( i) 若 图 G 中 的 其 他 nn - 工 个 顶点 的 颜色 都 与 该 顶点 的 颜色 不 同 , 则 此 时 
其 余 的 n -1 个 顶点 必然 染 遍 了 剩 下 的 上 & - 1 种 颜色 , 故 这 时 的 车 色 方 案 数 为 
S(tn—1l,k -1). 

(ii ) 若 该 顶点 的 颜色 与 其 他 某 个 项 点 的 颜色 相同 , 则 此 时 其 余 的 za 一 1 个 
顶点 必然 染 搞 了 全 部 的 种 颜色 ,而 该 顶点 则 可 以 染 这 种 颜色 中 的 任何 一 种 ， 
故 这 时 的 着 色 方 案 为 ES5(n - 1, 上 &)， 

这 样 , 我 们 得 到 

S(n,k) = S(n — 1k—1)+kS(n -1,k),l<k<n, 
Sl(n,1l) = 1 = S(tn,n). 

以 上 ,我 们 建立 了 一 些 图 的 着 色 问 题 所 满足 的 递 推 关系 .实际 上 , 许多 直接 
求解 十 分 困难 的 组 合计 数 间 题 , 却 可 以 很 容易 写 出 其 递 推 关 系 , 在 2.6 节 , 我 们 
讨论 了 有 序 二 元 树 的 计数 问题 , 其 求解 过 程 比较 复杂 , 但 要 建立 其 递 推 关系 是 比 
较 容易 的 . 接 下 来 , 我们 将 举 一 些 典型 的 例子 , 说 明 如 何 建立 递 推 关 系 . 一般 说 
来 ,建立 递 推 关系 设 有 一 个 一 般 的 方法 , 只 能 通过 一 些 例 子 学 习 建 立 递 推 关 系 的 
技巧 

例 6.4.1 问 顶 点 无 标号 的 上 阶 有 序 二 元 树 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 有 T(n) 个 .显然 T(0) = 1. 对 于 全 体 顶 点 无 标号 的 w 阶 有 序 二 元 
树 ,我们 按照 根 顶 点 的 左 子 树 中 所 含 顶点 的 数目 ,可 以 将 其 分 为 n 类 .这 类 分 
别 为 左 子 树 中 售 0 个 顶点 , 含 1 个 顶点 ,…, 含 4 一 1 个 顶点 .当然 ,车 左 子 树 中 含 
i 个 顶点 , 则 右 子 树 中 就 必 有 mm 一 1 一 i 个 顶点 .容易 知道 左 子 树 中 有 i 个 顶点 的 
n 阶 有 序 二 元 树 共 有 T(i) .Ta -1 i) 个 .于 是 有 


(6.4.4) 
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4 一 


人 = DTT -1-i),n >0, 


T(0) = 1， 


(6.4.5) 


0 
例 6.4.2{ 棋 盘 完 备 医 盖 ) ”一 个 x x 的 横 盘 , 它 有 wx 行 和 wn 列 , 共 mn 个 
方 格 , 假 定 有 一 批 外 形 完全 一 样 的 骨牌 ,每 块 骨 牌 恰好 得 盖 棋 盘 上 两 个 邻接 的 方 
格 . 若 用 一 些 骨牌 获 盖 棋盘 , 使 得 棋盘 上 的 所 有 方 格 都 被 骨牌 蓝 盖 , 并 且 没 有 两 
块 骨 牌 交 得 , 就 称 这 种 性 盖 是 棋 鼻 的 一 个 完备 攻 盖 . 显然 ,一 个 如 x * 棋盘 有 完 
备 徐 盖 的 充 要 条 件 是 m 和 和 n 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 问 一 个 2x 棋盘 的 完备 绝 盖 
总 共有 多 少 个 ?所 谓 两 个 完备 移 盖 是 不 同 的 , 是 指 至 少 有 两 个 邻接 的 方 格 , 这 两 
个 利 盖 盖 住 这 两 个 方 格 的 方式 是 不 同 的 ， 
解 ” 设 六 nn) 表示 2 x 棋盘 的 完备 窗 盖 的 总 个 数 ,显然 有 (1) = 1, 7(2) 
= 2. 下 面 考虑 = 六 3 的 情形 , 设 棋盘 如 图 6.4.3 所 示 . 


2 KT 


图 6.4.3 2 x nn 棋盘 的 完备 覆盖 


在 2 x n 棋盘 的 所 有 完备 秒 盖 中 ,考察 左上 角 的 方 格 ,分 两 类 . 
第 一 类 ,在 2 x "棋盘 的 完备 得 盖 中 ,将 左上 角 的 方 格 和 左下 角 方 格 同时 用 
一 块 骨牌 盖 住 ,如 图 6.4.3(a) 所 示 . 此 时 剩 下 2 x (n --1) 个 方 格 ,构成 一 个 2 x 
(x 一 1) 棋盘 ,因此 ,这 一 类 中 共有 f(n 一 1) 个 完备 长 盖 . 
第 二 类 ,在 2 x 棋盘 的 完备 短 盖 中 ,将 左上 和 角 的 方 格 和 与 其 右 邻 的 方 格 同 
时 用 一 块 骨牌 盖 住 , 如 图 6.4.3(b). 这 时 左下 角 的 方 格 只 能 和 与 其 右 邻 的 方 格 同 
时 被 另 一 块 骨 牌 盖 住 .这 样 就 剩 下 了 2 x [na 一 2) 个 方 格 ,构成 一 个 2x (wn -2) 棋 
盘 . 因 此 ,这 一 类 中 共有 f(n - 2) 个 完备 赣 盖 ， 
从 而 知 满足 如 下 递 推 关系 
fn) = fan- 1) +fln -2),n 守 3, 
f(1) = 1,7(2) =2. (6.4.6) 
0 
例 6.4.3(Hanoi 塔 ;” 设 有 个 半径 各 不 相同 的 贺 荔 ,把 这 ”个 圆 盘 套 在 柱 
子 A 上 ,使 半径 小 的 在 上 面 ,半径 大 的 在 下 面 , 如 图 6.4.4 所 东 . 媳 果 每 次 只 允许 
移动 一 个 圆 盘 到 柱 B 或 柱 C 上 , 且 不 允许 把 大 圆 盘 放 在 小 圆 盘 上 面 .那么 把 这 * 
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个 圆 盘 全 部 移动 到 柱 C 上 ,使 半径 大 的 在 下 面 ,半径 小 的 在 上 面 , 间 应 怎样 移动 ? 
至 少 要 移动 多 少 次 ? 


图 6.4.4 Hanoi 塔 问题 
解 ” 设 = 个 较 盘 至 少 要 移动 a(n) 次 . 当 ”= 2 时 ,只 须 先 把 小 圆 盘 移 到 柱 
B 上 ,把 大 圆 盘 移 到 柱 C 上 ,再 把 柱 BB 上 的 小 六 盘 移 到 柱 C 上 山 可 , 这样 共 移 动 了 
3 次 , 即 a(2) = 3. 
对 于 ”> 2 个 圆 益 的 问题 ,我们 要 把 A 柱 上 的 半径 最 大 的 圆 盘 移 到 C 柱 上 ， 
就 必须 先 把 上 面 的 = -1 个 回 盘 先 移 到 柱 了 3 上, 这样 就 需要 移动 a(n - 1) 次 , 然 
后 把 三 A 上 的 最 后 一 个 圆 盘 移 到 柱 C 上 , 最 后 再 把 柱 召 上 的 m” -1 个 圆 盘 移 到 柱 
C 上 ,又 需 移动 a(n - 1) 次 ,于 是 ,我 们 有 
atn) = 2a(ln -1)+1,n >2, 
a(2) =3. (6.4.7) 
口 
例 6.4.4 ”一 个 凸 边 形 ,如 图 6.4.5, 它 的 诸 对 角 线 将 = 边 形 的 内 部 分 为 许 
多 区 域 ,如 果 这 些 对 角 线 中 任何 三 条 在 多 边 形 内 部 无 公共 交点 , 问 这 ” 边 形 的 对 
阴线 将 其 内 部 分 为 多 少 个 区 域 ? 
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解 ” 设 有 6b(n) 个 区 域 ,显然 5(3) = 1,5(4) = 4. 

考虑 将 凸 xn -1 边 形 增 加 一 个 顶点 变 为 n 边 形 时 ,区域 增加 的 个 数 ， 

设 名 ,i 芭 为 凸 n 边 形 的 顶点 , 则 由 wi 羽 ,…, wi 构成 的 是-1 边 
形 , 其 对 角 线 将 其 内 部 划分 的 区 域 数 为 b(n -1). 对 于 每 一 个 顶点 久 , 对 角 线 
vo 必 与 (& 一 1)(n 一 上 一 1) 条 对 角 线 相交 ,从 而 有 (一 1)(n 一 上 一 1) 个 交点 . 
对 角 线 ww 被 这 些 交 点 分 为 人 - 1)(a -大 -1)+1 段 ,每 一 段 都 将 一 个 区 域 划 
分 为 两 个 ,同时 ,注意 到 凸 2 边 形 轨 wz 比 凸 =-1 边 形 轨 ww 新 增加 了 一 
个 区 域 mt 所 以 有 


| = bn-1)+lt+ YI -DO -TD+ian > 3， 
Pes 


vb(3) = 1. 
(6.4.8) 
0 
通过 以 上 几 个 例子 ,我 们 看 到 , 对 于 一 些 复杂 的 组 合计 数 问题 , 可 以 建立 它 
们 的 递 推 关系 .但 仅仅 建立 递 推 关 系 , 和 问题 还 远 远 没 有 得 到 解决 , 更 重要 的 是 递 
推 关系 的 求解 .尽管 ,许多 递 推 关系 的 求解 是 十 分 困难 的 , 但 至 少 递 推 关系 是 求 
一 些 最 初 值 的 一 个 很 有 效 的 方法 . 


6.5 “线性 递 推 关系 的 求解 


我 们 从 6.4 节 已 经 看 到 ,许多 组 合计 数 间 题 的 求解 往往 归结 为 寻找 一 个 数 
列 的 道 琐 表达 式 ,使 该 数列 满足 我 们 所 建立 的 递 推 关系 .本 节 , 我 们 就 来 讨论 递 
推 关 系 的 求解 问题 . 

没 上 是 任意 给 定 的 正 整数 , 若 数列 H(0), 本 (1) ,Fa),… 的 相 邻 上 + 1 
项 间 满 足 关 系 
Hin) = cA(n)H(n 一 1 +cafa)E 人 2 ~ 2) + + cl(n)H(ln — k)+ gln), 

{6.5.1) 

其 中 n 之 有 , 则 称 该 关系 为 数列 {有 (ni 的 上 阶 线性 递 推 关 系 (linear recurrence 
relation of order k) . 若 c,(n), co(n),…, ciln) 都 是 常数 , 则 称 之 为 & 阶 常 系数 线 
性 递 推 关系 (linear recurrence relation with constant coefficients of order k). 如 果 
8(n) = 小 则 称 之 为 齐 次 的 (homogeneous). 若 cf(a,cata) ,cea) 均 为 党 
数 , 且 g(xn) = 0, 则 称 递 推 关系 式 (6.5.1) 为 才 阶 常 系数 线性 齐 次 递 排 关系 


(linear homogenous recurrence relations with constant coefficients of order k). 称 满 
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足 递 推 关系 式 (6.5.1) 的 数列 为 该 递 推 关 系 的 解 . 
6.5.1 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 求解 


常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 般 形 式 为 
H(n) = cl 再 (2 一 1 + cH(n ~ 2) + + oH(ln —-k),n 28,c, 天 0. 
《6.5.2) 

方程 了 一 cj! 一 cor 一 … 一 c= 0, 称 为 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 特征 方 
程 (characteristic equation). 该 方程 的 上 个 根 (可 能 有 重 根 )q,9,,…,g, 称 为 递 推 
关系 式 (6,5.2) 的 特征 根 (characteristic roots), 其 中 9, 是 复数 (1 所 i 所 上 上). 

不 难 验证 :对 于 任意 常数 564,62,… ,本 D9 + 6293 +… + biq9x 都 是 递 推 关 
系 式 (6.5.2) 的 解 .如 果 对 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 每 个 解 h(n) 都 可 以 选择 一 组 
数 cl, cz,…, cx ;使 得 

h(n) = c19i + C2 如 十 十 cg 
成 立 , 则 称 bg + 65293 + … + bq 是 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 通 解 (general 
solution), 其 中 六 ,58;,…, 5; 为 任意 常数 . 

定理 6.5.1 设 g,9;,…, 9 是 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 个 互 不 相同 的 特征 

根 , 则 
biqi + bq2 + + ba 
是 递 推 关系 式 (6,5.2) 的 通 解 . 

证 明 设 h(n) 是 递 推 关系 式 (6.5.2) 的 任意 一 个 解 , 则 六 (a) 由 天 个 初 值 
h(0) = aygs h(1) = 如 19 "ys 不 (下 一 二 一 AL-1 惟一 地 确定 , 所 以 得 到 一 个 具有 上 & 个 
未 知 量 5 ,5,,…, 5b 的 线性 方程 组 

而 十 bt + bh, = dn, 
ba 十 bq + "+ bi = Qi 

(6.5.3) 
bt br +t +t hr! = a 


方程 组 (6.5.3) 的 系数 行列 式 为 


1 1 a 1 
gL ga og 
; = 《9 — 4) 
“ ICI 
qa! gy! qx! 


这 是 葵 名 的 Vandernonde 行列 式 , 因为 q1, 9,,…, g; 互 不 相等 , 所 以 该 行列 式 不 
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为 零 , 方程 组 (6.5.3) 有 惟一 解 561,62,…, bs ,从 而 
RD = b+ t+ 
这 说 明 bq? + 829 + … + bgs 是 递 推 关系 式 (6.5.2) 的 通 解 . 0 
定理 6.5.1 给 出 了 求 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 通 解 的 方法 ,但 是 当 
ai 92，…, 9; 中 有 重 根 时 , 这 种 方法 就 不 适用 了 ., 换 句 话说 , 5,9? + 6292 + … 十 
bq 就 不 是 原 递 推 关 系 的 通 解 了 .例如 ,对 于 递 推 关系 
H(n) = 4H(n - 1) ~ 4H(n 一 2)， 
它 的 特征 方程 为 xz? -4zr + 4 = 0, 特征 根 x， = xs = 2, 由 定理 6.5.1 知 2" 是 它 
的 解 ,但 5.2" 并 不 是 它 的 通 解 ,可 以 验证 x2" 也 是 该 递 推 关 系 的 解 ,显然 a2? 与 
2" 是 线性 无 关 的 ， 
对 于 有 重 特征 根 的 上 阶 常 系 数 线性 齐 次 递 推 关 系 ,我 们 有 如 下 定理 . 
定理 6.5.2 设 gq,9,,…, 引 是 递 推 关系 式 (6.5.2) 的 全 部 不 同 特征 根 ,其 
重 数 分 别 为 rm ,mm，…m， 显 然 r +m +…+r = 大 ,那么 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 
通 解 为 
H(n) = Hi(n)+ Hn)+:…+H(n), 
其 中 (rn) = (ba + nba +t tn ba (li i). 
证 明 设 4g 是 递 推 关系 式 (6.5.2) 的 m 重 特 征 根 ,我 们 首先 证 明 q", nq"， 
…, n” "9" 均 是 递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 解 . 
对 六 用 归纳 法 .当天 = 1 时 ,由 定理 6.5.1 知 结论 成 立 . 
当 mx = 2 时 ,期 g 是 特征 方程 p(x) = -cr -cor 了 一 … 一 ci 二 0 的 
二 重 和 根 . 令 所 (z) = zx"p(x), 从 而 9 是 p,(x) 的 二 重 根 ,由 9g 是 p, (xz) 的 根 知 qg" 
是 递 扒 关系 式 (6.5.2) 的 解 ,由 g 是 p,(z) 的 二 重 根 知 9 是 p(x) 的 单 根 ,而 


Pz) = nr er (no— 1) 


一 ea (CH —2)r co (a kr, 
显然 9 还 是 
ztpr (z) = 2 一 
-cz cr (no— kr 
的 单 根 , 这 表明 


ng = cl (nD l te {nn—2)g + te (n— ko, 
从 而 有 g", nq" 都 是 递 推 关 系 56.5.2) 的 解 ,结论 成 立 . 
假设 当 mw = ! 时 ,结论 成 立 , 则 当 mmx = +1 时 ,我 们 同样 令 


p(x) = pr) = rT er em 
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记 zs(z) = ui(z), 则 9 是 xi(z) 的 ! 重 根 , 再 记 mza(z) = ra(z) 则 9 是 za(r) 
的 ! -1 重 根 ,如 此 下 去 ,最 后 记 zw1 (zx) = w(z), 则 9 是 w(z) 的 单 根 .从 而 由 
9? 分别 是 户 (zh w(x), ua(T),…, u(x) 的 根 ,相应 地 知 g" ,ng",…, ng" 是 递 推 
关系 式 (6.5.2) 的 解 ,从 而 当 xm. = ! + 1 时 ,结论 成 立 ， 
由 定理 6.5.1 及 上 述 证 明 , 我 们 知 丘 (xn)(l 委 i 安 痢 是 递 推 关 系 式 (6.5. 

2) 的 解 .类 似 于 定理 6.5.1 中 的 证 明 , 为 了 证 明 H(n) = 有 (n)+…++ 本 (nn) 是 
递 推 关 系 式 (6.5.2) 的 通 解 , 只 须 证 明 由 有 H(0), H(1),…, HE - 1) 组 成 的 关于 
b; 的 线性 方程 组 的 系数 行列 式 非 零 即 可 , 易 知 

五 (0 = bn + hat +b,, 

五 (1 = (bn 十 五 十 … 十 5 )@ ,+ Cha 十 Bp+ + b,. )92 

tt (bt bz te + bo )9, 


H(2) 一 Cp + 2bw 十 … 十 207 6 ya? 十 (Cha + 2b» 十 …* 十 22 6, 92 


十 十 《下 + 256， 十， 十 2 be )9z， 


HE -1) = (py + (R16 + … 十 (KR 一 Db, yg + (ba 十 《二 一 lby 
tt R16, )g + +t ba t+ (ko— 1)6 
t+) bb, 95 
从 而 容易 验证 该 方程 组 的 系数 行列 式 非 零 . 0 
定理 6.5.3 简单 图 GG 是 nn 团 C,(n 之 3), 当 且 仅 当 
AlG,k) = (Rk -1)” + to 1)"(Ck 1). 
证 明 
(二 )n 圈 C, 的 色 多 项 式 C(n,) 满足 递 推 关 系 式 (6.4.2), 它 的 特征 方程 为 
X77 一 《一 2)zr 一 1) = 0, 两 个 特征 根 为 zi = 此 -~ 1,x2 = 一 1, 故 它 的 通 解 为 
C{nsk) = bk -1)" + 6 1)". 
代入 初 值 C(2,&) = (Ck 一 1),C(3,k) = (Rk 一 1)(& -2), 得 
bk —1) +b(—1) = k(k 1), 
可 —1) + 6 1) = k(k — 1) -2). 
解 此 方程 组 得 
b) =1, 
的 二 上 一 1. 
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于 是 nn 圈 C, 的 色 多 项 式 为 
Cln,k) = (k—1)” +(-1)"(k 一 1). 
(<=) 用 妇 纳 法 . 当 n = 3 时 , 则 图 G 的 色 多 项 式 为 
xr(GE) = (13+(-13(R 一 1) = RR- 1)(k—2)= k 一 3K2 +2k, 
由 定理 6.3.2 知 6 = 3,w = 1, 于 是 GG 为 3 图 .假设 当 n 坊 /一 1 时 ,结论 成 立 , 则 
当 n = i 之 活 时 ， 
x(G,R) = (Rk-1) +(-1)(R-1) 


二 [a + -+(- 0 je + (~ 1)(1— 站) 大， 


由 定理 6.3.2 知 , e(G) = i,w(G) = 1, 于 是 G 中 必 有 惟一 圈 C, 任 了 一边 e € 
E(C), 则 G 一 。 为 树 ,x(G 一 e) = (k 一 1) ,进而 由 x(G,k) = xr(G-—e， 
ky) 一 xr(G. e,k) 知 
{G+ eh) = xr(G— ek)—- xr(G,k) 
= RCR—1) :~ [CR-1): +{—1) (Ck -1)] 
= (1 + (1) "(gk-1) 
由 归纳 假设 知 图 G .为 (1 - 1) 图 C1, 再 由 G -ee 为 树 知 G 必 为 /1 轿 CG,. 


口 
例 6.5.1 求解 例 6.4.2 中 的 递 推 关系 式 (6.4.6). 
解 递 推 关系 式 (6.4.6) 的 特征 方程 为 xz? - x -1 = 0, 特 征 根 为 
1 一 (1 +/5),. 2 一 (1 一 VS)， 
通 解 fln) = bx1 + dar. 
代入 初 值 1) = 1, 了 (2) = 2 得 
br? + byr? = 2, 
biri t+ bx = 1. 
解 得 b= 而 (5 +V5)， 6 = 二 (5 -VS5》, 所 以 
AN A 
fln) = 友 ( 7 3)" 2 ) 0 


例 6.5.1 中 的 数列 f(n) 便 是 著名 的 Fibonacci 数列 ,在 Fibonacci 数 列 1,2,3， 
5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,233,377, … 中 ,每 一 个 数 都 是 整数 , 且 是 它 前 面 两 个 数 
的 和 .由 于 它 在 算法 分 析 和 优化 理论 中 起 着 重要 作用 , 又 具有 很 奇特 的 数学 性 
质 , 美国 从 1963 年 开始 出 版 了 专门 对 这 个 数列 进行 研究 的 季刊 Fibonacci 
Quarterly. 这 个 著名 的 数列 来 源 于 1202 年 由 意大利 著名 数学 家 Fibonacei 提出 的 
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一 个 有 趣 的 兔子 问题 . 设 某 人 于 1 月 1 日 买 回 1 对 刚 出 生 的 小 兔 , 放 在 四 面 都 围 
着 的 地 方 饲养 .假定 1 对 小 免 经 过 一 个 月 ,就 可 以 长 成 1 对 有 繁殖 能 力 的 太 和 免 , 而 
1 对 大 免 经 过 一 个 月 就 可 以 生出 1 对 小 免 , 另 外, 假定 所 有 的 兔子 都 不 会 死去 , 则 
n 月 1 日 就 总 共有 fn 一 1) 对 免 子 ( 令 fA(0) = 1).17 世纪 初 ,Kepler 在 研究 植物 
生长 过 程 中 的 树叶 和 花 条 的 排列 问题 时 , 发 现 了 同样 的 数列 .19 世纪 , 法 国 数学 
家 Lucas 在 研究 数论 时 , 发现 素 数 的 分 布 也 与 这 个 数列 有 关 . 为 了 纪念 最 先 发 现 
这 个 数列 的 数学 家 ,Lucas 把 它 命名 为 “Fibonacei 数 ". 


6.5.2 ” 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 的 求解 


大 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 般 形式 为 
Fa) = cyH(n -1) + crH(n ~ 2) + + ofH(n -kk)+ gn),n >k,c, 天 人 
(6.5.4) 
其 中 cu cl， cx 为 常数 ,gln) 天 0. 递 推 关 系 式 (6.5.4) 对 应 的 齐 次 递 推 关系 
为 
H(n) = ciH(n -1) + cH{n -2) + + oH(n 一 大 ). (6,.5.5) 
定理 6.5.4 让 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 式 (6.5.4) 的 通 解 是 递 推 关 系 
式 (6.5.4) 的 特 解 加 上 其 相应 的 齐 次 递 推 关 系 式 (6.5.5) 的 通 解 . 
证 明 设 H(n) 是 递 推 关 系 式 (6.5.4) 的 特 解 , 了 (nm ) 是 递 推 其 系 式 (6.5. 
5) 的 通 解 , 出 
Holn) + Hiln) = [eHoln —- 1) +t + eth(n 一) 十 有 (2)] 
+ [cH(n — 1)+ + cH(n —&)] 
= cHo(tn -1}+ Htn 一 1)) + 
+ ca(Holn — EE)+ Ht(n -kk))+ gtn), 
即 Ho(n) + HH;(n) 是 递 推 关系 式 (6.5.4) 的 解 . 
反之 ,对 递 推 关系 式 (6.5.4) 的 任意 一 个 解 刀 (na), 可 以 验证 H(n) -Hy(n) 
是 递 推 关系 式 (6.5.5) 的 一 个 解 , 从 而 袁 (n) 可 以 天 示 成 Ho(n) 与 递 推 关 系 式 
(6.5.5) 的 一 个 解 的 和 . 0 
由 定理 6.5.4, 求解 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 关键 , 在 于 求 其 特 解 
Fn), 遗 司 的 是 对 于 一 般 的 g(n), 上 & 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 式 (6.5.4) 
的 特 解 没有 普 过 的 解法 ,最 常用 的 方法 是 根据 g(n) 的 形式 来 估计 特 解 的 形式 ， 
然后 代入 式 (6.5.4) 中 确定 估计 特 解 中 各 参数 的 值 . 表 6.5.1 中 给 出 了 几 种 特殊 
的 g(n) 的 特 解 Ho(n). 
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表 6.5.1 几 个 特殊 的 常 系数 非 齐 次 递 推 关系 的 特 解 


特 解 Huotn) 的 一 般 形式 
Ff 
ol 人 


bn tom + thntb, 


特征 多 项 式 p(x) 
此 站 天 0 
B 是 ptx) = 0 的 ni 重 根 


例 6.5.2 ”求解 例 6.4.4 中 递 推 关系 式 (6.4.8). 
解 ”对 于 递 推 关系 式 (6.4.8), 有 
17 


n~2 
_ 人 -1 ss_ ,2 17 - 
1+ ollk 1)(n—k D)+1]= G7 2 +n 3. 


相应 的 齐 次 递 推 关系 btn) = b(n 一 1) 的 特征 方程 p(r)= xz-1=0,1 是 p(z) 
= 0 的 1 重 根 , 故 设 其 特 解 为 
n(bot bnt bn + ban’). 
且 相 应 的 齐 次 递 推 关系 的 通 解 为 b,. 
将 特 解 af6o + bin + 52n7 + bn ) 代入 原 递 推 关 系 得 
n{bot bint Bon: + bsn’) = (nn ~ 1)[6 + b(n -1) 
+ én — 1) + b(n ~ 1)] 


+ 直 ? 一 + 3 


6 

合并 同类 项 并 比较 等 式 两 端 n' 的 系数 得 
-bofté-btb-3=0, 
17 
6 
bi ~ 3 + 663—1= pi, 


mn" (bm + bn :++ bnt+ eo) 


Ch’ 二 


ne 


mbna thn tt bint Bp 


po 265, + 36, — 4b, 十 三 bo, 


bz — 463+ 二 = 6 


由 此 解 得 
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7 
bo 一 4， 


-好 
1 ”24， 


1 


bs = 对. 


因此 , 它 的 一 个 特 解 为 | - 卫 + 骂 n - 上 mw? + 测 m] .所 以 原 递 推 关系 的 通 解 
为 


= -2B,_1 Ln] 
sln) = al 4 十 247 4 + 247 + 百 4 


由 初始 条 件 5(3) = 1, 得 6 = 1. 从 而 有 


b(n) = 1 ~ 二 n + 各 mn? 一 十 n+ 测 4 
品 
此 外 , 选 代 法 是 解 一 阶 线性 递 推 关 系 的 重要 方法 , 也 有 一 些 高 阶 的 递 推 关 
系 ,通过 变量 代 换 , 化 为 一 阶 线性 关系 , 再 用 选 代 法 求解 . 
例 6.5.3 ”用 选 代 法 求 例 6.4.3 中 递 推 关系 式 (6.4.7). 
解 ”由 递 推 关 系 式 (6,4.7) 得 
a(ln}=2a(n 一 1) 二 1， 
2afa -1)=2Za{(n — 2) +2, 
Zaln -2)=2a(n 3) +2, 


2 一 a(3)=2 a(2) + 2"™, 
a” a(2)=3.2"? = 2? 2 十 27 
将 上 面 诸 式 相 加 , 则 得 


a(n) = D2 -> -1 0 
6.6 ”用 生成 函数 求解 递 推 关系 


通过 求解 特征 方程 来 解 递 推 关 系 , 首先 我 们 就 要 求 出 特征 方程 的 所 有 解 , 当 
特征 方程 的 阶 数 较 高 时 ,要 求 出 其 所 有 解 实际 上 是 十 分 困难 的 .因此 ,这 种 方法 
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有 很 大 的 局 限 性 .本 节 将 介绍 用 生成 函数 法 来 求解 递 推 关 系 , 它 避 免 了 求解 特征 
方程 ,并 且 这 一 方法 也 可 以 用 来 求解 某 些 非 线性 的 递 推 关系 . 
没 fao, al ev 为 一 数列 ,由 14,1 生成 的 等 级 数 
A{(r) = ao +t dr+ + a + *, 


A(7) 称 为 数列 ia,1 的 生成 函数 {generating fanction), 并 记 为 Gia,|. 例 如， 


GH=1+r+2 tt 
一 了 
Gilaej=1+aztamt+r+ramt=T ; 
一 a 
Glnl=r+20 t+ n+ 
=zx(1 +2r + + rr! +) 
=7(1+rtr + tr + ) 
i 
X(T 一 了) (1 — zx) 

Gin(n +1) =2r +2.37 + +n(n+1)r + 
=[z*: (zt2r ttn + )] 
2 

(1 天) 
Ge|=T+T227r+ 二 Te 十 一 (土工 
《1 — z) 


应 当 指 出 的 是 ,生成 函数 是 形式 雷 级 数 ,并 不 涉及 收 合 性 . 
没 加 为 一 确定 的 下 整数 ,数列 1a,1 的 通 项 为 ,= | | , 则 1a, 1 的 生成 函数 


_im m mj 2 mi 
Alz) = [+ 1 z+ jes+ + "jz 
= (1+ zr)”. (6.6.1) 
若 求 >| “| , 则 可 在 式 (6.6.1) 中 令 z = 1, 有 
m 二 人 
S) nm = nn + nt 十 二 | = (1 + 1)” = 22 ， 
n 0 1 me 


由 此 可 见 , 道 过 斌 究 舌 级 数 A(z), 可 导出 数列 1a,1 的 构造 和 性 质 . 
例 6.6.1 已 知 数列 fa,| 的 生成 函数 为 A(z) = e', 求 数列 1a,1. 
解 。 由 Taylor 公式 知 


1 2 1 n 
=1+7r+a7 ttt + 
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于 是 a = 机, 即 ja = 上 二 0 
用 生成 函数 求解 递 推 关系 , 就 是 先 求 出 Km) 的 生成 函数 A(z) = 
/Cn)z ,再 通过 A(z) 来 求 出 几 n), 其 具体 步骤 如 下 ， 


(D) 令 A(z) = Di )r 


(2) 将 关于 f(n) 的 弟 推 关系 转化 为 关于 4(z) 的 方程 式 ; 
(3) 解 出 A(z), 将 A(x) 展开 成 zx 的 等 级 数 , x" 的 系数 即 是 f(n). 
例 6.6.2 利用 生成 沙 数 求解 递 推 关系 

(A = 4f(n — 2), 

Af(0) = 0,f(1) = 1. 


解 ” 令 A(z) = 习 7az , 则 有 
&(zr) — Ff(0) -大 1)z = slr) 
二 2 [Af — 2)7"] 


= dx? > fan) = 47: A(x). 
将 fC0) = 0,f(1) = 1 代入 并 整理 得 
A(x) = 一 一 一 


1 1! 
1 ~ 2 1 + 27 


[P02 - (~ 2)")z] 


) 


8 Ne a 一 
ov 


= > (4 — (— 1)" .2")z", 
0， 为 偶数 ， 
利用 生成 函数 ,不 仅 可 以 求解 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 ， 同样 也 可 以 求 
解 其 他 类 型 的 递 推 关系 . 
例 6.6.3 求解 线性 非 齐 次 递 推 关 系 
[i = f(xn-1)+n(n+1), 
fA(0) = 0. 


0 
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解 令 A(z) = 2 大 zj)z，, 则 有 
A(z) ~ (0) = D> fn) 
= Dfln —1)+n(n + 1) 


= Zn + Gln(n 二 1)| 


27 
《1 — x) 


= 7 A(lr)+ 
将 fF(0) = 0 代入 并 整理 得 
__27 
A(z) 一 {1 — 7) 
= 2r (1— x)’ 
=270 1+(- 4) (x) + 5) (+ 
+ 二 (C5) 4 nD- zx) +.) 


= 2r (1+4r+ 全 2 十 … 十 二 (az + 1)(n +2)(n + 3)x" 十 …) 


= 2r +877 +4.577 + + t+ (n+2) (nt) + 
所 以 fln) = San + Dn +2). 0 
例 6.6.4 求解 例 6.4.,1 中 非 线 性 递 推 关系 式 (6.4.5). 
解 设 A(r) = T(x)z", 则 有 


rx'A'(r) = [BT 。 Pron 
= = [> D2) TOa)T(m) rT” 上 


此 


DL 


= Tk + Tr 


= D7 TOR)Z 
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= A(x) - TO0)z9 
= Atz) -1, 
解 方程 zh (x) - A(z) +1=0,4(0) = 1, 得 


A(z) = 二 (1 - /1az), 


因为 
一 _， a_l (2 72)4 = -F272 
v1-4r=1 2 7 “114 =1 27 1 1 
所 以 
4(z) = 元 人 1- Vi-47)， 
-1, 2 2) 
27 和 nin-l 
- yl-2 -1 
nn mn—1 
_ (27) 
pi 
2n 


由 此 得 到 T(z) = = 二 | ”| ,这 与 我 们 在 2.6 节 中 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 , 即 


Tn) = cln + 1) 为 第 n+ 1 个 Catalan 数 . 口 

通过 以 上 例子 ,我 们 看 到 生成 函数 法 的 广泛 应 用 , 它 不 仅 可 以 用 来 求解 线性 
递 推 关 系 , 而 且 还 可 以 用 来 求解 某 些 非 线性 递 推 关 系 . 此 外 , 这 里 所 提 到 并 求解 
的 都 是 一 元 ( 即 一 个 下 标 数列 ) 的 递 推 关 系 ,但 有 时 我 们 也 需要 求解 二 元 数列 的 
递 推 关 系 , 如 递 推 关系 式 (6.4.4) 就 是 二 元 数列 的 递 推 关系 .用 生成 函数 法 也 可 
以 用 来 求解 其 些 二 元 数列 的 递 推 关 系 ,我 们 以 例 6.6.5 来 说 明 具 体 求 法 ， 

例 6.6.5 设 集合 S = 1t1,2,…,z|, 在 S 的 一 切 & 元 子 集中 , 问 不 含 S 中 相 
邻 两 个 数 的 & 元 子 集 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 有 fln, 上 8) 个 .显然 有 fn,0) = 1,f(n,1) = n,f(2k -1,k) = 1， 
(2k,k) = 大 +1, 且 当 a<28 一 1 时 ,有 f(tn,&)=0. 

下 面 我 们 来 建立 上 wn,&) 所 满足 的 递 推 关系 .我 们 把 集合 S 的 不 含 相 邻 两 个 
数 的 上 元 子 集 分 为 两 大 类 ,一 类 是 不 合 数 的, 另 一 类 是 包 合 数 的 . 易 见 ,不 含 
数 a 的 & 元 子 集 ,实际 上 也 就 是 集合 11,2,…,n ~ 11 的 不 会 相 邻 两 数 的 上 元 于 
集 , 因此 ,这 一 类 中 共有 (xn ~ 1, 上 ) 个 集合 . 另 一 类 是 包含 数 的 ,既然 包含 n， 
则 一 定 不 包含 数 % -1. 因 此 ,这 一 类 中 共有 f(n 一 2,& -1) 个 集合 .综合 以 上 ,我 
们 得 到 fA(n,&) 满足 以 下 递 推 关系 
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mr) = fin -1,k) + fn—2,k -1). 
用 生成 函数 求解 上 述 二 元 数列 的 递 推 关系 ， 


令 F(E) = D>) f(n, 训 )z", 则 有 


F(k) = > fln,k)r 


nn 二 Zk 一 1 


SY fn Lh) tf -2k 
n=2%-1 


>) AFAln~1,k)r + > fin — 2,k -1)r 
n=24-1 Ha2k—l1 


T >》 fln,k)r tr >， flnyk — 1)r 
Sf-2 nS 


= rzF(kY + riF(k — 1), 
即 有 FCk) - xF(k) -2z*F(k -1) = 0. 解 此 方程 得 


2 


F(k) = Tr -1). 


从 而 得 
了 2 4&1 
F(4) = [二 一 | 下 (1) ， 
又 因为 
F(1) = SY fon, 1)x" 
n=1 
” ， 
= 2 = Ty 
所 以 
Zk] ， 
F(k) = yt = zl (1 
A f+1l+i-1|, 
再 由 QD" = ml) 
fk+il, 
-了 | i j 
得 


F(k) = zat-1 ， 3 + :] 


~ [* + Bt 
= 立 | 生 小 
‘0 t 
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= p33 和 + 中 =， 
于 是 得 到 Amt)= [4+j， 0 


尽管 生成 函数 法 可 以 求解 许多 递 推 关系 , 但 它 也 不 是 万 能 的 , 例如 对 于 递 推 
关系 式 (6.4.4), 即 使 用 生成 活 数 法 也 不 易 求 解 . 实际 上 , 递 推 关系 式 (6.4.4) 中 
的 二 元 数列 S(n, 上 &) 就 是 著名 的 第 二 类 Stirling 数 . 

Stirling 数 同 Fibonacci 数 .Catalan 数 一 样 ,都 在 组 合计 数 问题 中 起 着 重要 作 
用 . 它 分 为 两 类 :第 一 类 Stirling 数 和 第 二 类 Stirling 数 .车 记 (z), = zr(z 一 1)…(x 
一 上 十 1), 并 规定 (zr) = 1, 则 

《六 )0 Crh, rh, (Cr) 
是 多 项 式 空间 的 一 组 基 . 且 


2 a 
1, Pe 


是 多 项 式 空间 的 另 一 组 基 , 这 两 组 基 间 可 以 相互 表示 ,我 们 有 
一 s(n, (zu 


中 


(zx), = 2 nk 
其 中 S(n,) 是 第 二 类 Stirling 数 ,而 s(n,) 就 是 第 一 类 Stirling 数 .由 s(n,k) 
的 定义 , 可 知 s(n, 点 ) 满足 如 下 递 推 关 系 
f s(nsk) = s(n —1,£—-1) -tn — 1)s(n — 1,k), 
s{n,0) = 0, s(n,n) = 1, 
两 类 Stirling 数 都 可 由 它们 所 满足 的 递 推 关系 及 初始 台 值 递归 地 求 出 , 表 


6.6.1 和 表 6.6.2 分 别 给 出 了 一 些 第 一 类 Sitirling 数 和 第 二 类 Stirling 数 ， 
表 6.6.1 第 一 类 Siting 数 s(n,&} 
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表 6.6.2 ”第 二 类 Stiring 数 Siln, 上 ) 


另外 ,第 二 类 Stirling 数 S(a,&) 与 例 5.3.1 中 的 数 s,,; 有 如 下 关系 


-1 
S(n,k) = 二 sm = 三 (- 六 的 区 i)", 


习题 六 


1, 计算 Petersen 图 的 边 色 数 和 色 数 ， 

2. 求偶 阶 完全 图 K,, 和 奇 阶 完全 图 K;,,t 的 边 色 数 . 

3. 证 明 :对 任何 图 G 均 有 y(G) 祈 1+ L(G), 其 中 4(G) 表示 G 中 最 长 链 的 
长 度 . 

4. 如 果 连 通 图 G 是 第 二 类 图 , 而 对 G 的 每 一 条 边 e 都 有 x’(G - e) < 
XY《G), 则 称 G 是 (关于 边 着 色 ) 临界 图 . 若 G 是 临界 图 , 且 A(G) = 4, 则 称 吕 是 
点 临界 图 . 1 . 

(1) 试 各 举 一 个 3 临界 图 .4 临界 图 的 例子 (提示 :可 从 某 一 个 第 二 类 图 出 发 ， 
逐个 去 掉 非 临界 边 ). 

(2) 证 明 ;G 是 2 临界 图 的 充 要 条 件 为 G 是 奇 圈 . 

《3) 检验 下 面 不 包含 三 角形 的 题 图 6.1 是 3 临界 图 . 

5, 设 VOG) = |zoppd(z)z2z) 之 … 站 (区 ) 是 图 G 的 度 序 列 ， 
& 是 满足 & 委 2(m) + 1 的 最 大 自然 数 ,证 明 y(G) 所 大 ， 

6. 若 对 简单 图 G 的 任 一 顶点 x 都 有 x(G 一 zx) < x(G), 则 称 G 是 (关于 点 
着 色 的 ) 点 临界 图 ; 若 对 G 的 任 一 条 边 e 有 y(G - e) < x(G), 则 称 G 是 (关于 
点 着 色 的 ) 边 临 界 图 , 并 且 若 此 时 Y(G) = 大 ,相应 地 安 还 叫做 开 色 点 临界 加 或 
色 边 临界 图 .显然 无 孤立 点 的 边 临界 图 必 为 点 临界 图 , 验证 题 图 6.2 是 点 临界 图 
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是 图 6.1 


< > 


三 图 6.2 
而 非 边 临界 图 ， 
7. 设 G 是 简单 图 ,证 明 ， 
(1)G 是 1 色 点 临界 图 SG = Ki; 
(2)G 是 2 色 点 临界 图 银行 = K,; 
(3)G 是 3 色 点 临界 图 后 G 为 奇 图 . 
8, 计算 题 图 6.3(a) 和 图 6.3(b) 的 色 多 项 式 . 


区 


题 图 6.3 
9. 证 明太 一 3&? + 3&? 不 是 色 多 项 式 ， 
10, 若 Cl,G,……,G。 是 G 的 各 分 支 ,证 明 
rn(G,k) = 下 (G ,kx(G,, 天 ) KG 天) 
11. 求 轮 图 WW 的 色 多 项 式 x(W ,有 ). 
12. 一 个 楼 樟 有 =” 个 台阶 ,一 个 人 肥 楼 稀 一 步 可 以 上 一 个 台阶 ,也 可 以 上 两 
个 台阶 ,那么 这 个 人 聆 上 这 x 个 台阶 的 楼 梯 有 和 多少 种 不 同 的 方式 ? 
13. 证 明 下 述 2 个 项 点 的 梯子 图 ( 题 图 6.4) 的 支撑 树 的 个 数 为 
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1 因 m | 
2 2.13) - (2 _y3)"). 
亡 上 六 
题 图 6.4 
14. 求 rlW). 
15. 求 2m 阶梯 子 图 { 即 题 图 6.4) 的 色 多 项 式 . 


16.E(z, 天 上) 宸 示 有 7 个 顶点 & -1 部 Turén 图 工 ,| 中 的 团 的 个 数 ,证 
明 三 (za 大, 产 ) 满足 下 列 递 推 关 系 


Eln,k,h) = el 
其 中 Eln,&,0) = 1. 


El(n—k+1,k,i), 
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在 第 一 章 中 给 出 的 图 的 抽象 定义 并 不 涉及 图 形 , 但 是 抽象 定义 的 图 与 由 点 
和 线 画 出 的 图 形 之 间 有 着 紧密 的 联系 ,因此 ,研究 与 某 些 特殊 的 图 形 有 关 的 图 的 
性 质 ,自然 会 成 为 图 论 的 内 容 之 一 ， 

本 章 将 介绍 与 边 不 交 画 在 平面 上 的 图 ( 即 平面 图 ) 的 有 关 的 结论 , 如 Euler 
公式 、Kuratowski 定理 以 及 更 深入 的 四 色 问 题 等 . 


7.1 平面 图 和 平 图 


如 果 一 个 图 能 夯 在 平面 上 ,使 得 它 的 边 仅仅 在 端点 相交 , 则 称 这 个 图 可 嵌入 
平面 (embeddable on a plane), 或 称 它 为 平面 图 (planar graph) .平面 图 各 的 这 样 一 
种 画 法 称 为 G 的 一 个 平面 幅 入 {planar embedding) .已 经 如 入 平面 内 的 一 个 图 称 
为 平 图 (plane graph) ,图 7.1,1 就 给 出 了 图 K; - e 及 其 平面 嵌 和 人 ， 


Ke KK,-6 的 一 个 平面 嵌 人 
图 7.1.1 平面 图 及 其 平面 嵌入 


在 现实 生活 中 ,有 大 量 的 实际 问题 会 涉及 到 图 的 平面 性 .例如 , 电路 板 的 印 
吊 、 集 成 电路 板 的 布线 , 以 及 工程 计划 网 络 的 布局 等 问题 ， 

平面 嵌入 的 概念 可 推广 到 此 面 上 和 空间 中 去 . 若 图 如 能 画 到 曲面 S 上 (或 三 
维 空间 娟 中 ), 使 各 的 边 仅仅 在 端点 相交 , 刚 称 合 可 嵌入 曲面 S( 或 三 维 空间 本 )， 
图 G 的 这 样 一 种 画 法 称 为 G 的 一 个 S 衣 入 (或 展 " 嵌入 ) ， 

定理 7.1.1 任何 图 G 都 可 以 嵌入 三 维 空间 了 . 

证 明 ”只 需 构 造 出 图 G 的 一 个 RR? 嵌 入 .首先 在 民 : 中 任 取 一 条 直线 1, 再 取 
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s(G) 个 半 平 面 与 G 的 边 一 一 -对 应 , 并 使 这 些 半 平面 都 以 直线 ! 为 界 , 且 互 不 重 
合 , 然 后 在 1 上 取 v(G) 个 顶点 与 G 的 顶点 一 一 对 应 . 若 G 中 顶点 w 上 有 环 e,, 就 
在 与 e, 对 应 的 半 平 面 上 画 一 个 圆 与 上 相 切 于 ww 的 对 应 点 ;车 ex = ww 是 G 的 一 
条 连 杆 , 则 在 e, 对 应 的 半 平 面 上 面 一 个 半 回 , 使 半 图 的 两 个 端点 分 别 是 ! 上 与 
ad,z 对 应 的 两 个 点 ,显然 ,G 的 这 种 画 法 是 一 个 要 代入 . 0 

是 不 是 每 个 图 也 都 可 以 媒人 平面 呢 ? 不 是 的 .例如 Ks 和 KK; 就 未 能 嵌 人 平 
面 ,这 一 点 将 在 7.2 节 证 明 ， 

定理 7.1.2 图 G 可 风 入 平面 , 当 且 仅 当 G 可 人 嵌入 球面 

证 明令 是 球面 S 的 一 条 直径 , 取 平 面 PP 与 球面 $ 在 z 处 相 切 , 则 Yz> 
E SA jizl ,直线 zz 必 与 P 相交 于 一 点 x' ;友之 ,对 YYy € P, 和 直线 zy 必 与 9 有 
一 交点 y 取 z, 用 这 种 方法 建立 了 点 集 S\ {z| 与 点 集 己 之 间 的 一 一 对 应 .平面 也 
上 的 一 段 连续 曲线 对 应 到 S 上 仍 为 一 段 连续 曲线 ;反之 ,S 上 的 一 段 不 经 过 z 的 
连续 曲线 对 应 到 PP 上 也 是 一 段 连续 曲线 , 这 样 , 如 果 图 G 在 P 上 有 一 个 平面 幅 
入 ,就 会 得 到 G 在 S 上 的 一 个 球 画 檬 入 ;反之 ,如 果 图 G 在 S 上 有 一 个 球面 嵌入 
GG , 则 只 需要 把 z 不 取 在 G 的 顶点 上 或 边 上 ,也 就 得 到 G 在 P 上 的 一 个 平面 峰 
入 ， | 

这 个 定理 的 证 明 可 以 直观 地 说 明 如 下 : 若 图 对 可 媒人 入 平面 , 即 可 用 一 - 张 纸 
画 出 G 的 一 个 平面 嵌入 ,在 盟 迹 未 干 之 前 , 把 这 张 纸 包 在 球面 上 , 则 球面 上 出 现 
的 就 是 G 的 一 个 球面 幅 入 ;同样 ,车 图 G 可 幅 入 球面 , 先 在 球面 上 描绘 出 的 一 
个 球面 幅 入 ,然后 用 一 张 白 纸 包 住 汉 迹 未 干 的 球面 , 此 时 白 纸 上 印 出 的 图 形 则 为 
G 的 一 个 平面 插入 . 

平 图 G 的 边 和 顶点 将 平面 分 成 若干 个 连通 区 域 . 每 个 区 域 的 边界 都 是 由 平 
图 G 的 顶点 和 边 组 成 的 . 每 个 区 域 连同 它 的 边界 就 构成 了 平 图 G 的 一 个 面 
(face) .每 个 平 图 恰 有 一 个 面 是 无 界 的 , 这 个 面 称 为 外 部 面 (exterior face), 其 他 的 
面 称 为 内 部 面 (interior face} .我 们 用 F(G) 和 &%(G) 分 别 表示 平 图 G 中 面 的 集合 
和 面 的 数目 . 

图 7.1.2 中 有 6 个 面 ,i 为 外 部 面 . 


定理 7.1.3 设 w 是 平面 图 G 的 一 个 顶点 , 则 存在 G 的 一 个 平面 幅 入 G, 使 


得 v 是 全 的 外 部 面 边界 上 的 顶点 . 
证 明 ” 因 G 是 平面 图 , 故 由 定理 7.1.2 知 GG 有 一 个 球面 科 入 G',z 是 G 中 
顶点 vv 所 在 的 面 的 内 点 . 取 球 面 的 直径 之 ,过 = 作 一 个 与 球面 相 切 的 平面 P, 按 


照 定理 7.1.2 证 明 中 的 方法 可 以 得 到 G 在 P 上 的 一 个 平面 幅 入 GCG, 此 时 必 在 全 
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的 外 部 面 上 . 曲 


7.1.2 ”图 的 面 

用 65(7f) 家 示 平 图 G 的 面 f 的 边界 .车 G 连通 , 则 b(n 可 以 视 做 一 条 闭 途 色 ; 
G 在 5(f) 中 的 每 条 割 边 被 5b( 了 ) 通过 两 次 ; 当 5(P 不 含 割 边 和 环 时 , 则 5( 了 ) 是 
G 的 图 , 例如 , 在 上 面 的 图 7.1.2 中 ,8(f) = vivwywvsvevvsvavb(f) = 
vv vb() = vsvevrvrvs. 这 里 5( 用 ) 和 6( 态 ) 都 是 闭 途 色 , 前 者 含有 制 
边 ,后 者 含有 环 , 故 都 不 是 圈 . 而 5(f) 是 一 个 圈 . 

我 们 称 面 了 与 5(P 上 的 顶点 和 边 是 关联 的 {ineident) .若是 平 图 的 割 边 , 则 
只 有 一 个 面 与 e 关联 ,否则 有 两 个 面 与 e 关联 ,图 台中 %(P 所 合 的 边 数 称 为 面 f 
的 度 (degree), 记 作 d6( 有 ), 即 di( 放 7 蚌 面 f 在 平 图 G 中 关联 的 边 的 数目 ,其 中 f 关 
联 的 每 条 人 割 边 被 计算 两 次 ， 

给 定 一 个 平 图 G, 可 以 定义 另 一 个 图 G” 如 下 :对 应 于 G 的 每 个 面 F 有 G ”的 
惟一 项 点 扩 ,对 应 于 已 的 每 条 边 e 有 G ”的 推 一 边 e ”jiG ”中 两 个 顶点 .六 各” 
由 边 e” 连 接 , 当 且 仅 当 它们 对 应 于 G 中 的 两 个 面 上 和 同时 与 e 关联 , 即 边界 
b( 了 有 与 5(8g) 有 公共 边 e ,图 全” 称 为 平 图 G 的 对 侦 图 (dual graph). 

任意 一 个 平 图 所 的 对 偶 图 G” 都 是 平面 图 .可 以 按 下 述 方 式 给 出 G" 的 一 个 
平面 钳 入 .在 马 的 每 个 面 了 内 部 取 一 个 点 广 , 若 面 了 和 面 g 与 边 e 关联 ,就 在 f,g 
的 对 应 点 了 * ,g“ 之 癌 连 一 条 边 。' ,使 e” 穿 过 e, 且 只 与 e 相交 一 次 ,而 与 上 的 
其 他 边 都 不 相交 , 并且 与 G” 的 各 条 边 除 在 公共 的 端点 外 也 不 相交 ,这 样 画 出 的 
G” 就 是 一 个 平 图 . 

图 7.1.3 就 给 出 了 一 个 图 及 其 对 偶 图 . 

如 果 平 图 G 中 的 两 个 不 同 的 面 的 边界 有 公共 边 , 则 称 这 两 个 面 是 相 邻 的 
(adjacent) , 设 G” 是 平 图 G 的 对 侦 图 ,G” 中 的 不 同 顶 点 f° 与 g” 相 分, 当 且 仪 
当 G 中 与 /” 和 gg” 对 应 的 两 个 不 同 的 面 f 和 gg 相 邻 ,对 于 平 图 如 的 任意 两 个 不 
同 的 面 /和 8g, 显然 必 有 万 , 疡 ,…, 扰 存在 ,使 得 态 = 户头 = 8, 且 fi 相 邻 (i = 
1,2,…,& 一 1). 因 此 ,对 于 平 图 G 的 对 偶 图 G” 的 任意 两 个 顶点 f* 和 8”",G" 中 
总 存在 一 条 连接 它们 的 链 :f" 所 … 六 :8 " ,于 是 有 如 下 定理 : 
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图 7.1.3 ”图 和 它 的 对 侦 图 
定理 7.1.4 ”任何 一 个 平 图 的 对 侦 图 都 是 连通 平面 图 ， 0 
不 难 知道 , 平 图 G 与 其 对 偶 图 G” 有 下 列 性 质 . 
(1) e 为 G 的 环 , 当 且 仅 当 e” 为 G” 的 割 边 ;e 为 G 的 割 边 , 当 且 仅 当 e ”为 
G” 的 环 . 
(2) 7(G ) = $(6),e(G’) = e(G). 
(3) YftE€ F(G), doe* (fF ) 三 de). 
根据 性 质 (2) 和 性 质 (3), 容易 得 到 
dc = de (f°) = 2e(G") = 2s ， 
BD dt ) = 20(6°) = 2e(0) 


f° EVG') 
因此 有 : 
定理 7.1.5 对 于 任何 平 图 G 都 有 p> de(f) = 2e(G). 日 
Ff G) 
由 此 可 以 直接 得 到 下 述 推 论 : 
推论 7.1.6 ”任何 平 图 中 度 为 奇数 的 面 的 个 数 为 偶数 . 0 


7.2 Euler 公式 


在 连通 平 图 中 , 有 一 个 涉及 顶点 数 、 边 数 和 面 数 三 者 关系 的 简单 公式 
Euler 公式 . 
定理 7.2.1(Euler,1736】 设 G 是 连通 平 图 , 则 
v(G) — (GG) + $(G) = 2. (7.2.1) 
证 明 对 局 的 面 数 $ 进行 归纳 . 当 $ = 1 时 ,G 只 有 一 个 外 部 面 ,从 而 避 中 
无 圈 . 又 因 G 连通 , 故 G 是 树 , 于 是 e = v 一 1, 式 (7.2.1) 成 立 . 
设 连 通 平 图 女 的 面 数 % 渤 2, 且 对 于 面 数 小 于 $$ 的 任 一 连通 平 图 , 式 (7.2.1) 
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成 立 . 显 然 G 含有 区 , 设 e 是 G 中 某 个 圈 上 的 一 条 边 , 则 G - *e 仍 是 连通 平 图 , 而 
G 中 与 e 关联 的 两 个 面 结合 成 G -。 中 的 一 个 面 , 即 8(G --e) = $(G) -1, 由 妇 
纳 假设 有 

v(G—- e)} -elG—e)+ $(G-e)=2., 
再 由 vy(G -2) = v(G),e(G -se) = el(G) 一 1, 得 


vtG) — e(G) + $(G) = 2. 品 
推论 7.2.2 设 平 图 G 有 w 个 连通 分 支 , 则 
ve+$=w+1. 《7.2.2) 


证 明 ”对 G 的 每 个 连通 分 支 G, 应 用 一 次 Euler 公式 ,i = 1,…, ,然后 相 
加 ,得 


SVG) — Dye(G)+ 518(G) = 20. {7.2.3} 


i=1 i=1 


再 注意 到 了 v(G;) = v(G), Ye(G,) = e(G); 而 在 计算 G 的 而 数 时 都 用 过 一 


次 外 部 面 ， 因此 了 $(G) = $CG) + w 一 1 代入 式 (7.2.3) 即 得 式 (7.2.2). 


口 

不 难 知道 ,一 个 给 定 的 平面 图 的 平面 钳 入 不 一 定 惟一 , 但是, 我 们 却 有 如 下 
结论 . 
推论 7.2.3 ”一 个 平面 图 的 所 有 平面 嵌入 具有 相同 的 面 数 ， 
证 明 ”因为 给 定 的 平面 图 G 的 顶点 数 ，、 边 数 e 和 连通 分 支 数 w 是 固定 的 ， 
而 且 G 的 任意 一 个 平面 嵌入 G 与 G 有 相同 的 顶点 数 、 边 数 和 连通 分 支 数 , 所 以 由 
公式 (7.2.2) 知 ,人 的 面 数 由 = 。 -y+ w + 1 为 定 值 . 昌 

图 G 中 最 短 圈 的 长 称 为 G 的 围 长 (girth) ;车 G 中 无 略 , 则 定义 G 的 围 长 为 
oo. 利用 围 长 的 概念 可 以 给 出 平面 图 的 边 数 的 上 界 . 

推论 7.2.4 ” 设 平 面 图 G 的 围 长 为 g,3 雪 E << oo, 则 


< {vy — 2). (7.2.4) 
8 一 2 


证 明 ”因为 一 个 平面 图 与 它 的 任意 一 个 平面 甬 信 有 相同 的 顶点 数 . 边 数 和 
围 长 , 所 以 不 妨 设 G 是 平 图 .由 于 G 的 每 个 面 f 均 有 di(f) 之 g, 因 此 
2E 一 > ae( 门 六 和 ,8 
JEL4G) 


£ 安 


即 
$2e/g. (7.2.5) 
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把 式 (7.2.5) 代入 式 (7.2.2), 得 
v—t+2e/g 之 wt+1 之 2， 


从 而 由 & 实 3 即 得 式 (7.2.4)， 0 
推论 7.2.5 若 G 是 简单 平面 图 ,y 六 3, 则 
ey-6. (7.2.6) 


证 明 ”由 于 GG 是 简单 图 ,因此 G 的 围 长 8g 闫 3. 阁 G 合 有 轿 , 则 g < %, 由 
式 (7.2.4) 有 


8B 
E23(y -2)=3y-6 
区 一 2 


若 G 不 含 较 , 则 G 为 森林 , 从 而 由 v 实 3 知 
ev-13y-6. 口 
推论 7.2.6 设 G 是 简单 平面 图 , 则 8 委 5. 
证 明 ”对 于 y= 1,2, 推 论 显然 成 立 . 若 v 实 3, 由 式 (7.2.6) 知 
ry dl{lv) = 2e bv -12, 


VE UG) 


即 (6 - 8)y 学 12, 故 6-58 >0, 从 而 5 迄 5. 0 

推论 7.2.7 Ks; 和 KK;; 都 不 是 平面 图 . 

证 明 ”因为 

10 = e(K;) > 3y(Ks) -6=9, 

所 以 由 式 (7.2.6) 知 K; 不 是 平面 图 . 

由 于 RK,3 的 围 长 Fg=4, 因此 

8 
g-2 

从 而 由 式 (7,2.4) 知 K;,; 不 是 平面 图 ， 0 

设 G 是 简单 平面 图 , 者 对 于 G 中 任何 不 相 邻 的 相 异 顶点 u 和 vw,G + ww 不 是 
平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 (maximal planar graph) .例如 ,Ks - e 就 是 极 大 平面 
图 . 极 大 平面 图 的 平面 颈 入 称 为 极 大 平 图 (maximal plane graph). 

定理 7.2.8 G 是, 之 3 的 极 大 平面 图 , 当 且 仅 当 G 的 任何 平面 幅 入 中 每 个 
面 的 边界 都 是 3 圈 . 


证 明 ”充分 性 显然 .下 面 证 明 必 要 性 . 若 G 的 平面 幅 入 G 中 有 一 个 面 /的 边 
界 5(f) 不 是 3 圈 , 则 由 G 是 ; 洋 3 的 简单 图 知 ,5(f) 中 必 有 两 个 顶点 x 和 ww 在 
各 中 不 相 邻 ,从 而 各 + wv 仍 为 平 图 , 它 是 G + ww 的 一 个 平面 柳 入 ,此 与 G 是 极 大 
平面 图 相 矛 盾 ， 0 


e(K;.3) =90> (vy(Ks.3) 一 2) 二 多. 
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推论 7.2.9 ” 设 G 是 , 渤 3 的 简单 平面 图 , 则 G 是 极 大 平面 图 , 当 且 仅 当 。 
= 3y—6. 
证 明 
(一 ) 设 G 为 极 大 平面 图 , 则 G 连通 , 且 G 的 任何 平面 嵌入 G 中 每 个 面 的 度 
均 为 3, 从 而 
38(G) = 3) ds(f) = 2e(G)， 


JEEF( 约 


于 是 由 Euler 公式 有 
2 = vy(C) -eC + $C) = vy(C) - 广 e(G)， 
因此 s(G) = sf(G) = WG) -6= (0G) -6. 
( 守 ) 设 G 是 v 之 3 的 简单 平面 图 , 目 @ = 3v - 6, 则 由 式 (7.2.6) 知 妆 是 极 
大 平面 图 . 口 


如 果 图 G 有 一 个 平面 嵌入 G, 使 G 的 所 有 顶点 均 在 G 的 外 部 面 的 边界 上 , 则 


称 G 为 外 平面 图 (outerplanar graph). 外 平面 图 G 的 这 样 一 个 平面 嵌入 总 称 为 外 
平 图 (outerplanar graph) . 若 台 是 简单 外 平面 图 , 且 对 于 台中 任何 不 相 邻 的 相 异 顶 
点 和 vw,G + ww 不 是 外 平面 图 , 则 称 G 是 极 大 外 平面 图 (maximal outerplane 
graph) . 极 大 平面 图 的 一 个 使 其 所 有 顶点 均 在 外 部 面 的 边界 上 的 平面 嵌 人 称 为 
极 天 外 平 图 (maximal outerplane graph). 

同 定理 7.2.8 的 证 明 类 似 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 7.2.10 G 是 y 守 3 的 极 大 外 平 图 , 当 且 仅 当 后 的 外 部 面 的 边界 是 
Hamilton 图 , 且 每 个 内 部 面 的 边界 是 3 圈 . 口 

定理 7.2.11 设 筷 是 ,之 3 的 极 大 外 平 图 . 则 G 有，* -2 个 内 部 面 . 

证 明 ”对 y 进行 归 纳 . 当 v = 3 时 ,结论 显然 成 立 . 设 G 是 v(G) 之 4 的 极 大 
平 图 , 记 v = vy(G). 假 设 对 于 所 有 顶点 数 小 于 vy 的 极 大 外 平 图 G 者 有 v(G,) ~ 
2 个 内 部 面 .根据 定理 7.2.10,G 的 外 部 面 的 边界 上 有 一 个 顶点 wv 的 度 为 2, 因 此 ， 
GG -vv 仍 是 极 大 外 平 图 .由 归纳 假设 知 ,G -uv 有,G -wv) -2 个 内 部 面 ,从 而 

$CtG) -1 = $CG -v= y(G -wv) -1= v(tG) -2, 

即 $8(G) = vy(G) -1, 放 GG 有 v(G) 一 2 个 内 部 面 . 0 

推论 7.2.12 

(1) 若 G 为 极 大 外 平面 图 ,y 六 3 刚 se = 2v -3; 

(2) 若 G 为 简单 外 平面 图 , ,之 3, 则 = 委 25 -3; 

(3) 假设 G 是 ,之 3 的 简单 外 平面 图 , 则 G 是 极 大 外 平面 图 , 当 且 仅 当 


144 组 合 图 论 


£ = 2v—3, 

证 明 

(1) 由 定理 7.2.11, G 有 -个 平面 嵌入 G 为 极 大 外 平 图 , 且 避 有 vy -2 个 内 部 
面 , 再 由 定理 7.2.10, 得 


s(G) = se(G) = 5 dl) = [vy(C) + 3v(G) -2)] 
JE F( 的 
= 2y(G) -3 = 2(G) -3 

(2) 因为 一 个 简单 外 平面 图 总 可 以 通过 添加 新 边 得 到 极 大 外 平面 图 , 所 以 
由 (1) 知 ,e 所 2v - 3， 

(3) 由 (1) 和 {2) 即 得 . 口 

最 后 , 我 们 指出 :K, 和 到, ; 都 不 是 外 平面 图 .这 是 因为 K 和 天 :3 的 所 有 平面 
嵌入 均 具 有 图 7.2,1 的 形式 , 它 总 有 一 个 顶点 不 在 外 部 面 的 边界 上 . 


Ka K,s 


图 7.2.1 Ks 和 天 :3 都 不 是 外 平面 图 


7.3 ”Kuratowski 定理 


本 节 讨 论 平面 图 和 外 平面 图 的 充 要 条 件 ,为 此 引进 一 些 概念 和 引 理 ， 

把 图 G 进行 一 系列 边 的 齐 分 而 得 到 的 图 称 为 G 的 痢 分 图 (subdivision ) ， 

引 理 7.3.1 车 G 不 是 (外 ) 平 面 图 , 则 G 的 任何 剖 分 图 也 都 不 是 (外 ) 平面 
图 . 0 

引 理 7.3.2 若 怠 是 (外 ) 平面 图 , 则 G 的 任何 子 图 也 是 (外 ) 平面 图 , 

0 

由 于 Ks 和 Ks 不 是 平面 图 ,因此 根据 上 述 两 个 引 理 可 以 看 出 :平面 图 必 不 
会 Ks 或 Ks 的 齐 分 图 .波兰 数学 家 Kuratowski(1930) 指出 :车 局 不 合 Ks 或 K,， 
的 剖 分 图 , 则 G 是 平面 图 . 

设 C 是 图 G 的 一 个 圈 . 所 谓 G 的 一 个 C 分 枝 (branch)B 是 指 ,或 者 也 是 端点 
在 C 上 的 一 条 边 , 或 者 召 是 由 G - V(C) 的 一 个 连通 分 支 的 所 有 边 连同 这 个 连通 
分 支 与 CC 之 同 的 所 有 边 导出 的 子 图 .我 们 把 VY(B) 站 VCC) 中 的 顶点 称 为 C 分 
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枝 B 的 接触 点 (attachable vertex) . 

设 B 和 8B’ 是 G 的 两 个 C 分 枝 . 若 图 C 上 存在 两 个 顶点 z 和 y, 使 B 的 接触 
点 在 C 的 (zx,y) 节 P 上 ,而 号 的 接触 点 在 C 的 另 一 个 (x,y) 节 P, 上 , 则 称 吾 
与 召 是 回避 的 {avoiding). 若 时 与 B 不 是 回避 的 , 则 称 它们 是 重合 的 
{overlapping). 若 VB) 站 VC) = VCBY mAC), 且 1Y(B) 门 YIC)1= 3, 则 
称 召 与 B 是 3 等 价 的 (3-equivalenb . 若 存在 C 的 四 个 不 同 的 顶点 zi, zy, 3, 工 4: 
其 中 zzs E VCB),zaz E VB ,并且 这 四 个 顶点 在 C 上 的 顺序 为 zi,zz， 
zs; Ts: 则 称 B 与 B' 是 偏 饼 的 (skew) ,在 图 7.3,1 中 ,有 四 个 己 分 枝 , 其 中 B, 与 B， 
是 回避 的 ;Bi 与 B, 是 3 等 价 的;B, 与 B4 是 偏 八 的 . 


二 


图 7.3.1 图 的 C 分 枝 


引 理 7.3.3 设 B 与 B' 是 重 登 的 两 个 C 分 枝 , 则 它们 或 者 是 3 等 价 的 或 者 
基 偏 斜 的 ， 

证 明 ”因为 B 与 B' 是 重 全 的 ,所 以 B 和 B’ 各 有 至 少 两 个 接触 点 . 若 

1VB) 人 人 VCC)1= 2 或 1VBY 站 WC)1= 2， 

则 B 与 B' 显然 是 偏 斜 的 . 故 设 B 和 B’ 都 至 少 有 3 个 接触 点 .分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 若 VC(B)N 站 VCC)SVGBY) 由 VCO), 设 1V(BY 站 VC)1=&. 当 k= 
3 时 , 则 BB 与 B' 是 3 等 价 的 ; 当 上 之 4 时 ,B 与 B' 是 偏 斜 的 . 

(2) 若 V(B) 们 VCC) 守 VB ) 们 VCC), 则 B 有 一 个 接触 点 u 和 V(B')， 
a 在 B' 的 两 个 相继 的 接触 点 wu ,vw 之 间 , 即 在 C 上 (w,v) 节 P, 上. 短 B 与 B 
重 状 , 故 日 有 一 个 接触 点 v 不 在 P, 上 ,于 是 B 与 B 偏 料 的 . 0 

设 x(G) = 2,1u,v| 是 G 的 2 顶点 割 , 设 G' 基 G -fu,w| 的 一 个 连通 分 支 ， 
令 G = G[VCG YU fa,vil,G = G— V(G'), 并 记 

G+ uw, Ww & EC(G), 


Ho 6, ww € E(G). 
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显然 s(B) < e(G), = 1,2, 并 且 有 : 
引 理 7.3.4 ”车 GG 不 是 平面 图 , 则 及 , 和 用: 中 至 少 有 一 个 不 是 平面 图 ， 
证 明 { 反 证 法 ) 若 地 , 和 FH, 都 是 平面 图 , 则 由 定理 7.1.3 可 得 厂 的 平面 嵌 


入 站 使 wyv 均 在 让 的 外 部 面 边界 上 ,; = 1,2, 从 而 得 到 G 的 平面 代入 ,矛盾 . 
日 

引 理 7.3.5 ” 设 怠 不 是 平面 图 , 且 不 含 天 ,或 K 的 前 分 图 ,并 且 有 尽 可 能 少 
的 边 数 , 则 G 是 3 连通 简单 图 ， 

证 明 设 G 满 足 引 理 的 条 件 , 则 由 极 小 性 知 G 是 简单 连通 图 . 先 证 wx(G) 之 
2. 若 不 然 , 设 iv| 是 G 的 1 顶点 割 ,G 是 G -wv 的 一 个 连通 分 支 , 令 Gl = 
G[VGG YU 1v1], Gs: = GV(G). 于 是 Gi 和 G, 都 不 合 Ks 或 KK; 的 剖 分 图 ， 
且 它 们 之 中 至 少 有 一 个 不 是 平面 图 ( 同 引 理 7.3.4 的 证 明 ), 此 与 G 的 极 小 性 矛 
盾 , 再 证 x(G) 之 3 事实 上 , 若 xfG) = 2, 设 lu,v| 是 G 的 2 顶点 割 ,由 引 理 7. 
3.4 知 , 相 应 的 如 ,于 中 必 有 一 个 不 是 平面 图 . 设 H, 不 是 平面 图 , 因 e(H) < 
s{G), 故 由 GG 的 极 小 性 知 , FH 必 合 有 一 个 子 图 KK, 它 是 Ks 或 KE.; 的 章 分 图 .由 于 
G 不 合 K; 或 KK; ;的 诈 分 图 ,因此 e = wv € E(K). 设 P 是 Hi - e 中 的 一 条 (x， 
2)》 链 , 则 GG 含有 子 图 (K U P) - e, 它 是 下 的 一 个 鹿 分 图 ,从 而 是 KK 或 Ks 的 训 


分 图 , 但 这 与 假设 矛盾 . 0 
定理 7.3.6(Kuratowski, 1930) ”一 个 图 是 平面 图 , 当 且 仅 当 它 不 含 K; 或 
Ks.s 的 部 分 图 . 


证 明 ”只 和 党 证 明 充 分 性 .由 引 理 7.3.5 可 知 ,使 充分 性 不 成 立 的 边 数 最 少 的 
反例 必 是 3 连通 简单 图 .因此 只 和 需 证 明 : 若 G 是 3 连通 简单 图 , 且 G 不 合 K; 或 
Ka 的 剖 分 图 , 则 G 有 一 个 平面 嵌 人 ， 

对 y 进行 归纳 . 当 v 志 4 时 显然 成 立 , 假 设 所 有 顶点 数 < vy 的 3 连通 简单 图 ， 
车 不 合 K; 或 K;s 的 剖 分 图 , 则 它 是 平面 图 , 设 各 是 v 阶 3 连通 简单 图 , ， 尖 5. 根 
据 定 理 3.2.6,G 中 存在 边 e = 使 G. e 是 3 连通 无 环 图 . 若 G . e 有 Ks 或 K;， 
的 齐 分 图 , 则 不 难 验证 G 也 有 .因此 ,@G.e 不 会 Ks 或 民 : ;的 前 分 图 , 设 G 是 G : e 
的 基础 简单 图 , 则 G- 是 3 连通 简单 图 , 目 不 含 K; 或 Ks 的 剖 分 图 . 因 ,(G) = 
vy(G，e) 之 v(G), 故 由 归纳 假设 知 ,G 是 平面 图 ,从 而 G，e 是 平面 图 . 设 互 是 
Ge 的 一 个 平面 嵌入 , 令 z 是 收缩 边 e 得 到 的 新 顶点 , 则 百 -z 是 2 连通 无 环 图 ， 
于 是 , 它 的 每 个 面 的 边界 都 是 圈 . 

容易 知道 ,HH - z 中 存在 一 个 面 上 使 得 互 中 顶点 zx 在 /的 内 部 . 设 圈 C 是 面 
了 的 边界 , 则 Nay(z) GEYVCC), 从 而 Ne(z)EVC)N( SETVIC) .在 Ge 
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中 ,存在 惟一 的 C 分 枝 B, 包含 x, 存在 惟一 的 C 分 枝 B, 包含 y. 若 BB, 与 B, 回避 ， 
型 在 一 x 中 添加 项 点 z,y 及 其 关联 的 边 , 就 可 得 到 G 的 一 个 平面 嫉 入 (图 
7.3.2(a)). 敬 B, 与 B, 重 理 , 由 引 理 7.3.3 得 , B, 与 B, 或 者 是 3 等 价 的 ,或 者 是 偏 
斜 的 , 易 知 , 当 B, 与 B, 是 3 等 价 的 ,G 含有 Ks 的 齐 分 图 (图 7.3.2(b)); 当 B, 与 
B, 是 偏 斜 的 , G 全 有 KK ,的 剖 分 图 (图 7.3.2(c)) .这 都 与 假设 条 件 相 矛盾 . 


0 
(8) B. 与 5 回避 (b) B, 与 B, 等 价 (0) 8, 与 刀 , 偏 斜 
图 7.3.2 B, 与 B, 的 关系 
下 面 理 研究 外 平面 图 的 特征 ， 
电 引 理 ?.3.1 和 引 理 7.3.2 可 知 ,外 平面 图 必 不 合 Ks 或 K,; 的 前 分 图 .下 面 
的 定理 说 明 它 的 道 命题 也 成 立 . 


定理 7.3.7 图 G 是 外 平面 图 , 当 且 仅 当 G 不 含 K, 或 Ks 的 训 分 图 . 

证 明 ”只 和 需 证 明 充 分 性 .用 反 证 法 . 设 G 不 是 外 平面 图 , 自 不 售 Ks 或 K,， 
的 前 分 图 , 并且 有 尽 可 能 少 的 边 数 , 则 G 是 简单 连通 图 .用 引 理 7.3.5 中 类 似 的 
方法 可 以 证 明 xf{G) 之 2. 从 而 G 中 任何 两 个 顶点 都 在 一 个 圈 上 . 设 C 为 G 的 最 
长 图 , 则 C 的 长 至 少 为 4, 否则 G = Ks, 此 与 G 不 是 外 平面 图 矛盾 . 

我 们 断言 :C 是 G 的 Hamilton 图 , 若 不 然 , 取 ww 名 V(C), 使 wv 与 C 上 一 点 
ui 相 邻 , 因 G 是 2 连通 的 , 故 G 一 ui 中 存在 (w,w;) 链 P, 使 w, € V(C), 且 VC) 
站 YCP) = 1ws1. 因 为 C 的 长 至 少 为 4, 所 以 存在 ,3, 使 wu uw EE E(C). 
而 C 是 最 长 圈 , 故 wj 关 ,ws. 于 是 G 含有 Ks 的 前 分 图 ,矛盾 ， 

由 于 G 不 是 外 平面 图 , C 是 G 的 Hamilton 图, 因此, 当 把 G 的 其 他 边 画 在 C 
的 内 部 时 , 至 少 有 两 条 边 ww 和 xy 使 其 四 个 端点 在 C 上 出 现 的 顺序 为 zx, rm y， 
于 是 G 含有 KK 的 剂 分 图 ,矛盾 . 口 
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7.4 四 色 问 题 


四 色 问 题 (four-colour problem) 一 般 叙 述 为 :在 任何 一 张 地 图 上 , 是否 能 够 只 
用 四 种 颜色 给 各 个 国家 染色 ,就 能 保证 任意 两 个 相 邻 国家 都 可 以 染 上 不 同 的 颜 
色 ? 四 色 问 题 作为 一 个 数学 问题 应 当 是 严谨 的 , 因此 需要 给 出 “国家 ”和 "“ 相 邻 国 
家 ”的 准确 说 法 .首先 ,国家 是 指 由 一 条 或 几 条 自身 不 相交 的 连续 团 项 线 围 成 的 
连通 区 域 , 即 一 个 国家 不 允许 有 两 块 或 两 块 以 上 互 不 毗邻 的 领土 .其 次 , 两 国 相 
邻 是 指 它们 的 公共 边界 上 至 少 包含 一 段 连 续 曲 线 , 所 以 ,两 个 只 在 有 限 个 点 接壤 
的 国家 不 算 相 邻 .如 果 允 许 一 个 国家 有 两 块 或 两 块 以 上 互 不 毗邻 的 领土 (如 图 
7,4.1(a)), 或 者 把 只 在 有 限 个 点 接壤 的 两 个 国家 算 作 相 邻 ( 如 图 7.4.1(b)), 则 
不 能 保证 只 用 四 种 颜色 对 地 图 染色 使 得 相 邻 国家 的 颜色 不 同 , 例如 图 7.4.1(a) 
需要 5 种 颜色 , 图 7.4.1(b) 需要 8 种 颜色 . 


一 一 
| 户 丽 


{a) (b) 

图 7.4.1 地 图 

最 后 还 要 约定 她 图 上 国家 的 数目 是 有 限 的 ， 
如 果 把 至 少 属于 三 个 国家 的 边界 上 的 点 看 做 图 的 顶点 , 把 连接 两 个 顶点 的 
两 国 的 公共 边界 看 成 图 的 边 ,并 且 当 一 个 国家 被 另 一 个 国家 完全 包围 时 , 就 在 其 
公共 边界 闭 明 线 上 任 取 一 点 作为 顶点 ,这 样 ,地 图 就 成 为 一 个 代入 平面 或 球面 的 
图 .根据 定理 7.1.2, 不妨 设 地 图 是 一 个 平 图 . 此 时 , 国家 对 应 眷 平 图 的 一 个 面 ; 
两 个 国家 相 邻 , 当 且 仅 当 平 图 上 对 应 的 两 个 面相 邻 ， 7.4.2 中 地 图 有 芭 个 项 


外 
Vin 9 


图 7.4.2 ”地 图 对 应 的 平面 
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点 ;有 14 条 边 , 其 中 的 一 条 边 是 环 ; 有 8 个 面 . 

值得 注意 的 是 ,因为 地 图 上 一 条 边界 的 商 侧 总 是 不 同 的 国家 , 所 以 地 图 对 应 
的 平 图 没有 割 边 .于 是 , 可 以 这 样 陈述 四 色 癌 题 :是 杏 能 用 四 种 颜色 给 任意 一 个 
无 割 边 的 平 图 的 面 染 色 , 使 得 任何 相 邻 的 面 的 着 色 不 同 . 

对 于 一 个 平 图 G, 如 果 能 够 把 每 个 面 染 以 给 定 的 上 种 不 同 颜色 中 的 一 种 ,使 
得 任意 相 邻 的 两 个 面 的 颜色 不 同 , 则 称 这 种 架 法 为 正常 的 面 着 色 (proper 
k-face coloring), 简称 为 & 面 着 色 (k-face coloring), 并 称 台 是 上 & 面 可 着 色 的 (KE-face 
colorable) .使 得 G 是 & 面 可 着 色 的 最 小 的 & 值 称 为 G 的 面色 数 (face chromatic 
number), 记 作 x ”(G) .因此 ,四 色 癌 题 又 可 叙述 为 :对 于 任何 无 审 边 的 平 图 G， 
是 否 总 有 x"(G) 委 4? 

因为 无 割 边 的 平 图 各 的 对 偶 图 G ”是 无 环 平面 图 ,并 且 G 的 面 与 G， 的 顶点 
一 一 对 应 , G 中 两 个 不 同 的 面 是 否 相 邻 , 对 应 于 G ”中 两 个 不 同 的 顶点 是 否 相 
邻 ,所 以 y (G) = x(G'). 显 然 ,G" 的 基础 简单 图 G 满足 xX(G ) = x(G*), 从 
而 四 色 问 题 等 价 于 对 于 简单 平面 图 G 是 否 总 有 x(G) 所 4? 

四 色 问 题 是 Francis Guthrie 于 1852 年 在 和 他 弟弟 Fredrick Guthrie 的 通信 中 
提出 的 ,当然 , 也 有 报告 说 Mibius 在 1840 年 就 已 熟悉 这 个 问题 , 但 肯定 是 由 
Fredrick 转告 给 他 的 老师 De Mergan 的 .Mergan 与 朋友 通信 中 讨论 过 这 个 问题 ,但 
不 能 证 明 也 无 法 否定 .引起 数学 界 广泛 关注 是 在 1878 年 Cayley 发 表 一 篇 4 论 地 图 
着 色 》 的 文章 之 后 .Kempe 和 Tait 分 别 在 1879 年 和 1880 年 著 文 声称 证 明了 四 色 回 
题 . 但 在 1890 年 ,Heawood 指出 了 Kempe 证 明 中 的 错误 , 并 且 利 用 Kempe 的 方法 
证 明了 五 色 定 理 .Tait 证 明 中 的 错误 是 Petersen 于 1891 年 指出 的 , 不 过 他 应 用 
Tait 的 思想 证 明 四 色 问 题 等 价 于 :任何 简单 2 边 连通 了 正则 平面 图 的 边 色 数 为 3. 
直到 1976 年 ,美国 人 Appel 和 Haken 在 Koch 的 裕 助 下 ,借助 于 电子 计算 机 对 这 个 
一 首 多 年 悬而未决 的 数学 难题 给 出 了 一 个 异常 繁 元 的 证 明 , 他 们 进行 上 百 亿 次 
逻辑 判断 , 耗费 一 千 多 个 机 时 ,证 明了 每 个 简单 平面 图 都 是 4 可 着 色 的 . 人们 把 
这 个 结果 称 为 四 色 定 理 (four-color theorem) .但 是 ,给 出 四 色 定 理 的 一 个 无 需 借 
助 计 算 机 的 证 明 , 仍然 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 

虽然 中 色 定 理 的 证 明 十 分 困难 ,但 是 下 面 的 五 色 定理 的 证 明 却 非常 简单 . 

定理 7.4.1(Heawood,1890) ”每 个 简单 平面 图 都 是 5 可 着 色 的 . 

证 明 ”因为 任何 平面 图 都 有 平面 嵌入 , 所 以 只 需 证 明 : 任 何 简单 平 图 都 是 5 
可 着 鱼 的 .对 顶点 数 y 进行 归纳 .* 近 5 时 定理 成 立 . 设 G 是, 阶 简单 平 图 ,y 之 6. 
假设 任何 阶 数 小 于 "的 简单 平 图 都 是 5 可 着 色 的 . 令 ds(v) = 6(G). 由 归纳 假 
设 ,v - 工 阶 简单 平 图 睛 = G -wv 是 5 可 着 色 的 .车 do (vw) 所 4, 则 对 五 的 任何 $ 
着 色 , Netv) 中 顶点 最 多 使 用 5 种 颜色 中 的 4 种 ,用 余下 的 一 种 染 w, 就 得 各 的 5 
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着 色 . 下 设 de(v) 之 5, 根据 推论 7.2.6,8(G) 志 5, 从 而 dc(v) = 5, 设 Ne(v) = 
fo, ws}, 

设 (Vw…,V) 是 瑟 的 一 个 5 着 色 , 若 存在 某 个 1 委 i 志 5 使 Vi 站 Nc(v) = 
乡 , 则 只 要 用 颜色 全 染 v 就 得 到 人 的 5 着 色 . 故 可 设 Y1 志 i 所 5,V 站 Nelv) 关 
多 , 即 No(v) 中 项 点 的 颜色 各 不 相同 , 不 妨 设 w € Vi(i = 1,…,5). 考 虚 G， = 
RH[V U 太 1 和 :< 和 5 如果 存在 1 委 记 < 9 所 5 使 ww 与 加 不 属于 Go 的 
同一 连通 分 支 , 则 把 mw 所 在 的 连通 分 支 中 颜色 @@ 加 对 换 , 所 得 到 的 仍 是 五 的 一 
个 5 着 色 , 经 过 颜色 对 换 后 , mw 就 染 成 了 与 v 相同 的 颜色 @ 因此 Ns (vw) 中 顶点 
没有 用 到 颜色 @@ 用 辐 染 vw 就 得 到 GG 的 一 个 5 着 色 .如 果 Y1 志 i 之 j 志 5,vw 与 
二 属于 上 5 的 同一 连通 分 支 , 则 百 中 必 有 一 条 (ww ,ww) 链 P 忆 ,使 P 上 顶点 的 颜色 
为 全 或 团 . 考 虑 链 Pi 和 Py( 见 图 7.4.3). 因 五 是 平 图 , 故 Ps 和 Py 必 有 公共 
顶点 ww 作为 Pu 上 的 顶点 ,w 要 染 四 或 @@: 同 时 ,作为 Ps 上 的 顶点 ,w 又 应 当 妆 
名 或 @, 这 是 一 对 蔬 盾 . 0 


图 7.4.3 ”定理 7.4.1 的 证 明 图 示 


习题 七 


1. 判断 题 图 7.1 中 各 图 是 否 为 平面 图 , 并 说 明理 由 . 

2. (1) 给 出 一 个 8 阶 简单 图 ,使 得 它 和 它 的 补 图 都 是 平面 图 . 

(2) 证明: 车 GG 是 阶 大 于 10 的 简单 图 , 则 G 和 它 的 补 图 G 不 可 能 都 是 平面 
图 . (实际 上 , 可 以 证 明 阶 大 于 8 的 简单 图 就 有 类 似 的 结论 , ) 
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(a) (b) (0) 


题 图 7.1 
(3) 证 明 : 当 v(G) 27 时 ,简单 图 台 及 其 补 图 人 G 不 可 能 都 是 外 平面 图 、 
3. {1) 是 否 存在 这 样 的 简单 图 : 它 的 某 个 顶点 的 度 大 于 其 余 项 点 度 的 和 ? 
(2) 是 香 存 在 这 样 的 简单 平 图 , 它 的 某 个 面 的 度 大 于 其 余 面 的 度 的 和 ? 
(3) 试 对 简单 平 图 加 以 适当 的 条 件 , 使 得 它 任意 一 个 面 的 度 不 超过 其 余 面 
的 度 的 和 . 
4. 画 出 题 图 7.2 的 对 偶 图 ， 


题 图 7.2 


5. (1) 证 明 一 个 图 是 平面 图 , 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 块 是 平面 图 ， 

(2) 若 去 掉 一 个 非 平面 图 的 任 一 条 边 就 变 成 了 平面 图 , 则 称 这 个 非 平面 图 
为 极 小 非 平面 轿 . 证 明 裤 小 非 平 面 图 都 是 简单 块 ， 

6. 对 于 轮 WW ,验证 Euler 公式 ， 

7. 设 G 是 v(y 关 4) 阶 图 ,zx 表示 G 中 度 为 i 的 顶点 数目 ,证 明 : 

(1) 若 G 是 极 大 平面 图 , 则 

37xz3 +2r4 + Ts = Ty + Drg + 二 (4 一 6)re + 12; 

(2) 若 G 是 树 , 则 zx = xi + 2zr4 + 3rs + (A—2)r, +2. 

8. 设 S = xz,…,x,| 是 平面 上 个 点 的 点 集 (n 法 3), 其 中 任何 沙 点 之 间 
距离 至 少 是 1, 证 明 ; 最 多 有 3n -6 个 点 对 ,其 距离 俗 好 是 1. 

9, 证 明 Petersen 图 不 是 平面 图 . 

10, 设 G 是 奇 阶 平 图 ,证 明 : 若 G 中 有 Hamitton 圈 , 则 G 有 偶数 个 奇 度 面 . 


152 组 合 图 论 


11. 证 明 : 

(1) 平 图 G 是 2 面 可 着 色 的 , 当 且 仅 当 G 是 Euler 图 . 

(2) 图 G 是 3 可 着 色 的 , 当 且 仅 当 GG 是 Euler 图 . 

12. 如 果 图 G 可 以 表 为 个 平面 图 的 并 ,但 不 能 表 为 -1 个 平面 图 的 并 , 则 
称 GG 的 厚度 是 &, 记 为 0(G) = 大 . 易 见 8(G) = 1 今 G 是 平面 图 .证 明 ， 


(1)8(G) 之 [ol 


(2)9(K.) 之 [了 人 (事实 上 ,除了 v = 9,10 外 ,对 于 任意 v 等 式 均 成 立 )， 

13. 一 个 图 的 叉 数 C(G) 是 把 G 夯 在 平面 时 相交 边 最 少 的 对 数 . 易 见 C(G) 
= 0 对 G 是 平面 图 . 求 K;, K;;, Ke 及 Petersen 图 的 又 数 . 

14. 证 明 : 每 个 Hamilton 平 图 都 是 4 面 可 着 色 的 . 
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有 向 图 与 图 类 似 ,也 由 顶点 和 边 构成 ,只 是 有 向 图 中 的 边 是 有 方向 的 ,因此 ， 
有 向 图 可 以 用 来 描述 非 对 称 关系 , 并 且 有 向 图 有 许多 不 同 于 图 的 概念 和 理论 .本 
章 主 要 介绍 有 向 图 的 强 连 通 性 、 有 向 Euler 图 .路 和 回路 . 


8.1 有 向 图 与 强 连 通 性 


我 们 知道 ,在 第 一 章 定义 的 图 中 的 边 是 顶点 的 无 冯 对 , 即 疼 所 描述 的 顶点 之 
间 的 关系 是 对 称 关系 .但 是 ,在 现实 中 有 许多 关系 是 不 对 称 的 , 例如 , 比赛 中 的 胜 
负 关 系 ; 公 路 网 上 的 交通 问题 , 必须 淹 清 楚 哪 些 道路 是 单行 的 , 单行 道上 什么 方 
向 是 允许 通行 的 , 这 就 需要 对 比赛 图 和 交通 图 的 每 条 边 指定 一 个 方向 .由 此 可 以 
抽象 出 有 向 图 的 概念 . 

一 个 有 向 图 (directed graph;digraph)D 是 指 一 个 有 序 的 三 元 组 (V(D)， 
ACD), gp), 这 里 VOD) 关 多 ,VCD) 站 A(D) = 台 .V(D) 称 为 卫 的 顶点 集 , 其 中 
的 元 素 称 为 DD 的 顶点 ;A(D) 称 为 DD 的 弧 集 (arc set), 其 中 的 元 素 称 为 D 的 弛 
(arc); go 称 为 DD 的 关联 函数 , 它 使 DD 的 每 条 弧 对 应 于 DD 的 有 序 顶点 对 . 

如 时 xz 为 也 的 弧 , 且 如 (a) = (a,v), 则 称 & 连接 w 到 v;w 称 为 a 的 尾 (tail)， 
v 称 为 a 的 头 (head)， 

有 向 图 也 可 以 用 一 个 图 形 来 表示 , 顶点 用 小 圆圈 表示 , 弧 用 认 尾 到 头 的 标 有 
箭头 的 线段 表示 ,同样 , 顶点 之 间 的 关系 由 图 形 上 代表 弧 的 带 有 箭头 的 线 惟 一 表 
示 , 而 与 图 形 上 小 圆圈 的 位 置 及 线段 的 长 短 曲 直 无 关 , 因此 ,也 可 以 把 有 向 图 与 
它 对 应 的 图 形 等 同 起 来 . 

为 了 简单 起 见 ,把 g(a) = (u,v) 记 作 a = (uv), 把 DD = (VCD),A(D)，, 
op) 记 作 成 = (VCD),A(D)), 这 时 ,只 和 需 把 A(D) 中 弧 用 它 的 已 和 头 的 有 序 对 
表示 .例如 图 8.1.1 所 代表 的 有 向 图 D = 《VCD),A(D)), 其 中 


VD) 三 fv was V3 Vas Ws, Ves UT}, 
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ACD) = T0330) (vs 503), Cos v3), Co, V2) Co, wa), 


(va 3), (vss ve) (vss ve), Cuss v1), Cu vs )|. 


图 8.1.1 有 向 图 DD 


应 当 注 意 的 是 ,在 这 种 记号 下 , A(D) 中 有 些 元 素 是 重复 的 , 例如 在 图 8.1.1 
所 示 的 DD 的 弧 集 4(P) 中 (wi, v3) 出 现 两 次 ,这 表明 DD 中 共有 两 条 以 vi 为 懂 、ws 
为 头 的 弧 . 

头 和 尾 重 合 的 弧 称 为 环 .车 两 条 弧 有 相同 的 头 和 相同 的 尾 , 则 称 这 两 条 弧 为 
重 弧 (multiple arc). 既 没 有 环 也 没有 重 弧 的 有 向 图 称 为 简单 有 向 图 (simple 
digraph) . 

如 果 把 有 向 图 吃 的 每 条 弧 上 的 稍 头 都 去 掉 , 亦 即 把 每 条 强 (u, wv) 用 边 uv 来 
代替 , 这样 得 到 的 图 称 为 D 的 基础 图 (underlying graph) .反之 ,给 定 一 个 图 G, 对 
G 的 每 条 边 都 规定 一 个 方向 , 即 把 顶点 的 无 序 对 按 规 定 的 顺序 改 为 有 序 对 , 得 到 
的 有 向 图 称 为 G 的 定向 图 (oriented graph) ,图 8.1.1 中 有 向 图 了 的 基础 图 CG 殉 匿 
8.1.2, 也 可 以 把 D 看 成 是 G 的 定向 图 . 


图 8.1.2 DD 的 基础 图 


利用 有 向 图 的 基础 图 , 图 的 每 个 概念 均 可 自动 地 搬 到 有 向 图 上 来 .例如 , 设 
G 是 DD 的 基础 图 .如 果 顶 点 w 和 w 在 G 中 相 邻 , 则 称 w 和 ww 在 中 相 邻 ;如 果 GG 
是 连通 图 , 则 称 六 是 连通 有 向 图 (connected digraph);D 中 的 圈 是 指 D 中 这 样 的 
一 些 顶 点 和 弧 梅 成 的 序列 :使 这 些 项 点 和 这 些 弧 相对 应 的 边 构成 G 的 图 . 同 图 
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的 子 图 一 样 , 可 以 定义 有 向 图 的 子 图 . 

由 于 在 有 多 图 中 “方向 " 是 很 重要 的 ,因此 下 面 介绍 有 向 图 中 与 方向 有 关 
的 一 些 概念 ， 

设 v 是 有 向 图 DD 的 一 个 顶点 ,DD 中 以 v 为 头 的 弧 称 为 的 人 弧 (in-arc)3 以 ， 
为 尾 的 弧 称 为 v 的 出 红 (out-arc);w 的 和信 弧 总 数 记 为 apfo), 称 为 5 的 入 度 
(in-degree)jjv 的 出 弧 总 数 记 为 Zuw), 称 为 避 的 出 度 (outdegree) .我 们 用 $7(D)， 
AP) 和 30D) ,4D) 分 别 表示 了 的 最 小 人 度 (minimum in-degree), 最 大 人 度 
{maximum in-degree) 和 最 小 出 度 (minimum outdegree)、 最 大 出 度 (maximum 
out-degree) . 仍 用 v(D),s(DP) 表示 有 向 图 DD 的 顶点 数 ( 阶 数 ) 和 绪 数 ， 

与 1.1 节 一 样 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 8.1.1 对 于 任何 有 向 图 DD, 有 

。 1 dot] 一 Me™ 一 a(D). 


证 明 ”因为 PP 的 每 条 弧 对 D 中 顶点 的 入 度 总 和 以 及 DD 中 顶点 的 出 度 总 和 
分 别 贡献 1, 所 以 定理 成 立 . 0 

有 向 图 DD 中 的 有 向 途径 (directed walk) 是 指 一 个 有 限 的 非 空 序列 W = 
voait 一 i104, 其 中 的 项 交替 地 为 也 的 顶点 和 弧 , 且 a; = (v1,vw)(l 所 ii 竺 
.ww 称 为 W 的 起 点 ,w 称 为 柬 的 终点 ,k 称 为 W 的 长 .WW 称 为 有 向 (vo,w%) 途 
径 . 同 图 的 途径 一 祥 , 有 向 途径 wasv… 世 -iar 常常 简单 地 用 顶点 序列 
wu”… 太 1W% 表示 .还 可 以 类 似 地 定义 有 向 途径 多 的 (ww) 节 以 及 两 条 有 向 途 
径 的 衔接 .有 向 迹 (direeted trail) 是 指 弧 互 不 相同 的 有 向 途径 .有 向 闭 途 径 , 有 向 
闭 迹 ,有 向 链 , 有 向 图 等 可 以 类 做 地 定义 .有 向 链 叉 称 为 路 (path), 有 向 圈 又 称 为 
团 路 (circuit) ， 

设 & 和 vw 是 有 向 图 DP 中 的 两 个 顶点 .车 也 中 存在 (w,v) 路 , 则 称 可 从 w 到 达 
v{reachable). 若 在 也 中 既 可 从 uw 到 达 v 又 可 从 到 达 *, 则 称 * 和 w 在 只 中 是 强 
连通 的 (strongly connected) . 强 连通 是 V(D) 上 的 一 个 等 价 关 系 . 强 连通 关系 确 
定 了 V(D) 的 非 空 分 划 妨 ,…, 有 ,它们 在 呈 中 所 导出 的 子 图 DEV] P[IV],…， 
D[V,] 称 为 万 的 强 连 通 分 支 (strong component) ,如 果 有 向 图 品 只 有 一 个 强 连通 
分 支 , 则 称 D 是 强 连 通 的 (strongly connected) .显然 ,有 和 内 图 DD 是 强 连 通 的 , 当 且 
仅 当 了 中 任何 两 个 项 点 zx 和 w 之 则 既 存 在 (u,v) 路 也 存在 (v, wu) 路 .图 8.1.3 画 
出 了 一 个 有 向 图 DD 及 其 强 连 道 分 支 ， 

关于 连通 有 向 图 与 强 连通 有 向 图 的 差别 ,有 以 下 直观 的 解释 ,设想 有 一 个 公 
路 网 接 若干 个 城镇 , 并 且 每 条 公路 都 是 单 向 行驶 的 .这 时 把 公路 网 可 以 看 成 一 个 
有 向 图 疡 , P 的 顶点 是 各 城镇 ,DD 的 弧 是 公路 网 中 各 条 公路 .也 连通 相当 于 从 任 
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D DD 的 三 个 强 连 道 分 支 


图 8.1,3 有 向 图 及 其 强 连 通 分 支 


一 城镇 出 发 ,不 管 公路 规定 的 行驶 方向 , 可 以 驾车 到 达 任 一 其 他 城镇 .而 六 强 连 
通则 等 间 于 从 任 一 城镇 出 发 ,严格 按照 规定 的 行驶 方向 , 可 以 驱车 到 达 任 一 其 他 
城镇 . 

显而易见 ,一 个 单行 的 公路 网 应 当 是 强 连通 的 , 否则 严格 遵守 行驶 规则 不 可 
能 做 到 从 任 一 城镇 驾车 到 达 其 他 所 有 城镇 .一 个 自然 的 问题 :在 什么 情况 下 才能 
对 一 个 公路 网 规定 其 单行 方向 , 使 得 从 任何 城镇 出 发 严格 遵守 规定 的 单行 方向 
驾车 到 达 任 意 的 另 一 个 城镇 .用 图 论 的 语言 , 上述 问 题 又 可 叙述 为 :什么 样 的 图 
有 强 连 通 的 定向 图 ? 

显然 , 若 图 G 有 强 连 通 定向 图 , 则 G 是 连通 的 .并 且 易 知 ,如 果 人 有 着 边 , 则 
G 肯定 不 存在 强 连通 定向 图 .那么 我 们 会 问 : 若 G 是 不 仿制 边 的 连通 图 ,G 是 否 
总 有 强 连 通 定向 图 ?下 面 的 定理 作 了 肯定 的 回答 . 

定理 8.1.2(Robbins,1939) ” 设 忆 是 连通 图 , 则 GG 有 强 连 通 定 向 图 , 当 且 仅 
当 G 中 没有 割 边 . 

证 明 “只 需 证 明 充 分 性 . 设 G 是 不 含 割 边 的 连 道 图 , 若 G 是 平凡 图 ,显然 G 
有 强 连 通 定向 图 ,下 设 如 是 非 平 凡 图 .根据 定理 2.2.2,G 含有 男 G, 我 们 归纳 定 
义 忆 的 连通 子 图 G,,G,,… 如 下 :车 G(i = 1,2,…) 不 是 G 的 支撑 子 图 , 则 由 GG 
的 连 遂 性 知 , 存在 wu € VCG)\ V(G,) 和 vw EE YIG), 使 得 e = ww € E(G). 
又 因 所 没有 割 边 , 故 如 - e; 连通 ,从 而 G -ei 中 存在 (w,,wv) 链 P, 设 w 是 P, 上 
第 一 个 肩 于 Y(Gi ) 的 顶点 ,把 P 上 的 (am) 节 记 为 Q, 于 是 E(Q) 门 E(G) 
= 7, 定义 

Gi = Gi U fel U Qi i = 12 

由 于 v(G) > v(G,), 因 此 序列 G1,G,,… 必定 终止 于 G 的 一 个 支撑 子 图 
G,. 

现在 给 G, 定向 .把 G, 变 成 回路 .使 e; 成 为 弧 {w a1), (wi,ro) 链 Qi 变 成 
(wi, wi) 路 .显然 , 按 上 述 定向 规则 , G, 的 定向 图 是 强 连通 的 ,从 而 G: 的 定向 图 
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也 是 强 连 通 的 . 一 般 地 , 若 G, 的 定向 图 是 强 连通 的 , 把 e 变 成 弧 (wv, wu;), (u， 
了 让) 链 QQ 变 成 (atw) 路 , 则 G 的 这 种 定向 图 也 是 强 连 通 的 ,i = 1,2,…,n 一 
1. 因 此 G, 的 这 种 强 连 通 定 向 图 是 6G 的 支持 子 图 的 强 巡 通 定向 图 . 最 后 把 
E(G)\ E(G,) 中 的 边 和 任意 定向 ,就 得 到 G 的 强 连通 定向 图 . 0 

下 面 我 们 给 出 强 连 通 有 向 图 的 特征 性 刻 台 ,为 此 先 定 义 一 个 记号 . 

设 D = (V,A) 是 有 向 图 ,YS,TCV 定 义 

(S,T)= |(u,v) EAIuES,vET. 
显然 , YSCV,S 关 有 
[S,S] = (5,5) U (Ss, Ss), (Ss,5) 门 (S,S) = @, 

即 (S,S),(S, S$S) 是 [S,S] 的 一 个 分 划 ， 

定理 8.1.3 设 = (V,A) 是 v 守 2 的 有 向 图 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) DD 是 强 连通 的 ; 

(2) DD 是 连通 的 , 且 DD 的 每 条 弧 都 在 一 个 回路 上 ; 

(3) YSCV,SZD 有 (S,S)z0,(S,5) 0. 

证 明 

(1) 二 (2) 显然 . 

(2)->(3) 设 SCV,S 关 幼 . 因 为 也 是 连通 有 向 图 , 所 以 [S$,S] 关 人 @, 从 而 由 
[S,S] = (S,S) U (5S,$) 知 , 必 有 a E (S,S) 或 a € (5S,5), 由 (2) 可 知 a 必 
在 D 的 某 个 癌 路 上 ,于 是 必 有 5 EE (S,S) 或 5 E (S,S). 这 说 明 :(S,S) 关 儿 ， 
(S,S) 关 人 儿 . 

(3) 二 (1) 假若 DD 不 是 强 连通 的 , 则 存在 vw,v, € V 使 也 中 不 存在 (vw,w,) 
路 . 令 S = [vE VD 中 存在 (vi,v) 路 , 则 vw € 5, 且 (S,5S) = 多 ,此 与 (3) 蔬 
盾 . 口 

推论 8.1.4 设 史 是 简单 有 向 图 , 且 

dp(wu) + dp(v) v1, Yu,v) A(D), EAE, 
则 六 是 强 连 通 的 ， 

证 明 当 y = 1 时 ,也 显然 是 强 连 通 的 .下 面 用 反 证 法 证 明 v 之 2 时 DD 也 荐 
强 连 通 的 .车 不 然 , 由 定理 8,1.3 知 ,存在 SCViD),S 关 ,使 (S,S) = 乡 .从 而 
取 w E€ S,vE€5S, 则 (u,v) & A(D). 因 此 ,由 也 是 简单 有 向 图 可 知 

ds{u) EI SI-1, dw EISI-1=v-1S|I-1, 
于 基 4d5 (wu) + dp(v) 过 vy 一 2 之 v -1, 此 与 条 件 牙 盾 . 口 


8.2 ”有 向 Euler 图 


把 Euler 图 的 概念 推广 到 有 向 图 中 ,就 得 有 向 Euler 图 的 概念 . 
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如 果 有 向 图 刀 中 存在 包含 所 有 弧 的 有 向 闭 迹 , 则 称 卫 为 有 向 Euler 图 (Euler 
digraph), 而 这 样 的 有 向 闭 迹 称 为 D 的 有 向 Euler 闭 迹 (directed Euler closed 
trai .如 果 有 向 图 DD 中 存在 包含 所 有 纪 的 有 向 和 迹 , 则 称 D 为 有 和 疝 半 Euler 图 
《semi-Euler digraph), 这样 的 有 向 迹 称 为 也 的 有 向 Euler 迹 (directed Euler trail). 

关于 有 向 Euter 图 的 存在 性 ,也 有 一 个 很 好 的 特征 性 描述 . 

定理 8.2.1 设 厂 是 非 空 连通 有 向 图 , 则 下 面 三 个 命题 等 价 : 

(1) 吃 是 有 向 Euler 图 ; 

(2) Yv EV(D),d'(v) = d (v); 

(3) DD 可 以 表示 为 统 不 交 的 回路 的 并 . 0 

该 定理 的 证 明 与 定理 3.3.1 的 证 明 完全 类 似 , 由 读者 自己 去 完成 . 

根据 定理 8.2,1, 可 以 得 到 有 向 半 Euler 图 的 一 个 充 要 条 件 . 

推论 8.2.2 ”连通 有 向 图 刀 是 有 向 半 Euler 图 ,而 非 有 向 Euler 图 , 当 且 仅 当 
下 面 两 个 条 件 同时 成 立 : 

(1) 存在 xz,y EE VCD), 使 d(x) -d(x)=d(y)-d'(y)=1; 

(2) YvE VID)\ fz,yt, 有 d'(v) = d {v). 

证 明 

(之 ) 设 也 是 有 向 半 Euler 图 ,但 非 有 向 Euler 图 , 则 DD 中 存在 有 向 Euler 迹 P. 
设 P 的 起 点 为 <, 终点 为 y, 从 而 xz 头 y. 于 是 YvE VD) 和 fz,y{ = VP) 1z， 
y1,v 是 PP 的 内 部 点 ,每 出 现 一 次 必 与 两 条 弧 关 联 , 一 条 为 v 的 入 统 , 另 一 条 为 v 

的 出 弧 , 故 dv) = d*(w) .对 于 起 点 zx, 显然 有 4d'(z) -d(x) = 1; 对 于 终点 y， 
显然 有 ad ty) - ad"(y) = 1, 这 就 证 明了 (1) 和 (2) 都 成 立 . 

《所 ) 设 连 道 有 向 图 部 满足 条 件 (1) 和 (2), 则 在 DD 中 添加 一 条 弧 (y,xz), 记 
所 得 之 图 为 D' .显然 D' 是 非 空 连 通 有 向 图 , 且 满 足 定理 8,2.1 的 (2), 从 而 D' 中 
存在 有 向 Euler 闭 迹 C, 于 是 C - (y,zx) 就 是 万 中 的 有 向 Euler 迹 ,zx 关 y. 因 此 
DD 为 有 向 半 Euler 图 但 不 是 有 疝 Euler 图 ， 日 


8.3 路 


在 有 向 图 中 , 最 长 链 的 长 与 最 长 路 的 长 有 时 会 相差 很 大 .例如 , 在 图 8.3.1 
中 ,最 长 链 的 长 为 10, 但 最 长 路 的 长 为 1. 


图 8.3.1 最 长 链 与 最 长 路 的 区 别 
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令 人 吃惊 的 是 , 有 向 图 中 最 长 路 的 长 与 它 的 色 数 密切 相关 . 

定理 8,3.1{Roy, 19673; Gallai, 1968】 无 环 有 向 图 DD 中 最 长 路 的 长 至 少 为 
x(D)-1. 

证 明 设 A 是 中 使 D' = DA’ 不 含 回 路 的 极 小 弧 集 , 并 假设 DD 中 最 
长 路 的 长 为 天 ,现在 用 颜色 1,2,…, 上 +1 当 六 的 顶点 : 当 D’ 中 以 vv 为 起 点 的 最 
长 路 的 长 为 i - 1 时 ,就 将 " 染 颜 色 他 因为 以 u 为 起 点 的 最 长 路 的 长 是 确定 的 ， 
所 以 的 颜色 人 @ 是 惟一 确定 的 .用 VY 表示 万 中 颜色 为 @ 的 顶点 的 集合 , i = 二 ,2， 
…, 色 二 1. 我 们 将 证 明 (V,, V2,…, Vn) 是 也 的 有 +1 顶点 着 色 . 

首先 注意 到 ,了 中 任何 长 为 正 的 路 的 起 点 和 终点 的 颜色 不 同 .因为 , 若 P 是 
中 一 条 长 为 正 的 (w, vw) 路, 设 vE 本, 则 存在 DPD’ 中 一 条 路 Q = viv2…%, 这 里 
wv 二 2, 由 于 DD’ 不 会 回 路 ,因此 PQ 是 户 中 以 z 为 起 点 的 长 至 少 是 i 的 路 , 故 
& Vi. 

现在 证 明 D 中 每 条 强 的 端点 的 颜色 不 同 . 设 (w,v) E A(D), 若 (x,v) E 
A(D ), 则 (w,wv) 是 万 中 的 路 , 故 wo 有 不 同 的 颜色 ; 若 (w,o) € A', 则 由 A 的 
极 小 性 知 ,D + (u,v) 含有 回路 C, 于 是 C - (az 是 万 中 的 (wa 路 , 丛 而， 
2 的 颜色 不 同 . 

这 样 , (Vi ,ww,…, Vin) 是 也 的 k& + 1 着 色 , 因 此 y(D) 过 有 +1, 岂 以 D 中 


最 长 路 的 长 & 之 x(D) - 1, 从 而 DD 中 最 长 路 的 长 之 x(D) ~1. 品 
推论 8.3.2 ”任何 无 环 图 G 都 有 一 个 定向 图 六 ,PP 中 最 长 路 的 长 等 于 
X(G) -1. 


证 明 ”给 定 图 G 的 一 个 Y(G) 着 色 (V Yio) 把 人 各 按 下 述 方法 定 
向 ;如 果 ww E€ E(G), 且 ww € VvE Vi <<j 则 把 边 ww 改 为 弧 (x,v), 得 到 GG 
的 定向 图 六 .由 此 不 难 知道 ,D 中 每 条 路 上 任何 两 个 相 异 顶点 的 颜色 都 不 相同 ， 
所 以 口中 任何 路 的 长 志 x(G) -1; 又 由 定理 8.3.1 知 ,D 中 最 长 路 的 长 之 Xx(G) 
- 1, 因此 万 中 最 长 路 的 长 为 2(G) - 1. 0 

任何 两 个 顶点 之 间 都 愉 有 一 条 弧 相 连 的 无 环 有 向 图 称 为 竞赛 图 
(tourmament) , 即 竞赛 图 就 是 完全 图 的 定向 图 . 

v 阶 竞赛 图 可 以 看 成 有 ,个 运动 员 参 加 的 单 循 环 赛 的 比赛 结果 的 表示 图 : 运 
动员 对 应 于 图 的 顶点 ,运动 员 w 战胜 运动 员 w 对 应 于 图 中 的 弧 (v, vw)， 这 就 是 
把 完全 图 的 定向 图 称 为 竞赛 图 的 原因 

同样 可 以 把 Hamilton 图 的 概念 推广 到 有 向 图 中 来 . 

如 果 有 向 图 DP 中 存在 包含 所 有 顶点 的 回路 , 则 称 DP 为 有 向 Hamilton 图 
(directed Hamilton graph), 这 样 的 回路 称 为 户 的 Hamilton 回路 {Hamilton cireuit)， 
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如 果 有 向 图 D 中 存在 包含 所 有 顶点 的 路 , 则 称 DD 为 有 向 半 Hamilton 图 (directed 
semi-Hamilton graph), 这 样 的 路 称 为 D 的 Hamilton 路 (Hamitton path). 

因为 竞赛 图 D 满足 x(D) = y(D), 所 以 由 定理 8.3.1 知 ,DD 中 存在 长 为 
v( 甩 ) -1 的 路 , 即 Hamilton 路 .因此 我 们 得 到 下 面 的 推论 . 

推论 8.3.3(Redei, 1934} ”任何 竞赛 图 都 是 有 向 半 Hamilton 图 . 0 

下 面 再 给 出 竞赛 图 的 另 一 个 有 趣 的 结论 , 为 此 先 介 绍 两 个 概念 和 一 个 定理 . 

设 刀 是 有 向 图 ,vE Y(CP), 称 

Np(v) = fu €E VID) | (u,v) € ACD)! 
为 5 在 DD 中 的 入 分 域 (in-neighbour), 称 
Ni = fu € VID) T tv,u) € A(CD)} 

为 在 忆 中 的 出 邻 域 (out-neighbour). 

定理 8.3.4(Chvatal，Levasz, 1974】 ”无 环 有 向 图 D 中 总 存在 一 个 独立 集 S， 
使 得 Y(D)A S 中 每 个 顶点 都 可 以 从 S 的 顶点 出 发 ,经 过 长 最 多 为 2 的 路 到 达 ， 

证 明 ”对 顶点 数 ， 进行 归纳 .vy = 1 时 定理 显然 成 立 , 设 " 2, 假设 对 所 有 
顶点 数 之 v 的 无 环 有 向 图 , 定理 为 真 . 设 D 为 v 阶 无 环 有 向 图 ,v € VCD), 若 
VOD) = {vl UD ND5(w), 则 取 S = 1vi, 此 时 S 满 足 要 求 ,而 下 设 V(D) 冯 1v}U 
Np(v), 根据 归纳 假设 ,DD = D -(1v}j U Nb(v)) 中 存在 一 个 独立 集 S ,使 得 腰 - 
一 3 中 每 个 顶点 都 可 以 从 S’ 的 一 个 巴 点 出 发 经 过 长 至 多 为 2 的 路 到 达 . 若 存在 
4 €€ SS ,使 (u,v) € A(D), 则 Ns(v) 中 顶点 都 可 以 从 出 发 经 过 长 为 2 的 路 到 
达 , 此 时 取 S = S 即 可 ;否则 ,Ya € 5,(w,v) 和 A(D), 则 5S 个 Np(v) = 2. 
又 因 S 个 Nb5(v) = 多, 故 S Np(v) = 多 ,从 而 S UU fv! 是 独立 集 , 取 S = 
S U 1v} 即 可 . 日 

推论 8.3.5 竞赛 图 总 存在 这 样 一 个 顶点 , 从 该 顶点 出 发 ,经 过 长 至 多 为 2 
的 路 到 达 其 他 任何 顶点 . 

证 明 设 也 为 竞赛 图 , 则 DD 中 无 环 且 DD 的 独立 数 为 1, 从 而 由 定理 8.3.4 即 
得 ， 0 


8.4 ”回路 


虽然 由 推论 8.3.3 知 , 党 赛 图 含有 Hamilton 路 ,而 且 易 知 ,vy 之 3 的 竞赛 图 中 
存在 Hamilton 圈 , 但 是 党 赛 图 中 不 一 定 存在 Hamilton 回路 , 这 是 因为 竞赛 图 中 可 
能 存在 出 度 为 0 或 入 度 为 0 的 顶点 .不 过 ,v 之 3 的 强 连通 图 中 存在 Hamilton 回 
路 .这 一 结论 基 Moon(1966) 得 到 的 下 面 的 定理 的 特殊 情形 . 
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定理 8.4.1{Moon,1966) ”对 任何 满足 3 亏 上 志 vy 的 整数 &, 阶 v 渤 3 的 强 连 
通 竞 赛 图 DD 的 每 个 顶点 都 在 DD 中 某 个 回路 上 . 

证 明 Yu€EV(D), 记 S = Nb(w),T= Np(w), 因 DD 是 竞赛 图 , 故 V(D) 
二 SUTU fwul. 叉 由 于 DD 是 强 连 道 的 , 且 y 渤 3, 因 此 由 定理 8.1.3 知 ,S 关 乡 ， 
全 关 多 ,(S,T) 关 FB, 即 有 强 (v,w) E (5S, 了 T), 从 而 ww 在 3 回路 wwww 上 . 

现在 对 上 进行 归纳 .假设 x 包含 在 DD 的 回路 C = mw … 共 上 ,这 里 mw = 
到 =a3 委 < 我 们 将 证 明了 万 中 存在 上 + 1 同 路 合 有 顶点 w, 分 两 种 情况 讨 
论 . 

(1) 若 存 在 vE VCD)\ V(C), 使 得 NB5(wW) 由 VC) A@,N5(v) 中 VOC) 
尖 乡 , 则 由 卫 为 况 赛 图 知 ,wv 与 VY(C) 中 每 个 顶点 都 有 弧 相连 . 令 

i = maxlij | 1&7 k, (v0) € A(D)), 

则 (v2), (v,vin) E A(DD), 因 此 ww 包 合 在 DD 的 &+ 1 回路 wow…vwri… 太 上 上， 

(2) 若 情况 (1) 不 出 现 , 即 YvE VCD) 和 \ V(C), 或 者 N5CD)N VC) = 只， 
或 者 Ns(v) 门 V(c) = ,从 而 由 成 是 竞赛 图 知 , 要么 vw 与 每 个 wy(1 志 ;白衣 ) 间 
有 弧 (w,v), 记 这 样 的 wv 的 集合 为 S; 要 么 与 每 个 w(1 委 j 扫 上 二 ) 间 有 弧 (z ww)， 
记 这 样 的 的 集合 为 了 .于 是 SUT= VD})\ V(C),S 个 T= @, 又 因 记 是 强 
连通 的 , 故 由 定理 8.1.3 知 ,S 尖 角 , 人 闪 轨 (3S,T) 头马 , 即 有 弧 (u,w) € (5S, 
T), 则 xz 包含 在 上 + 1 回路 mr … 了 从 上 ( 见 图 8.4.1)， 口 


图 8.4.1 &w 包含 在 上 + 1 乔 路 上 


推论 8.4.2 v 渤 3 的 竞赛 图 吃 是 有 向 Hamilton 图 , 当 且 仅 当 也 是 强 连 通 的 . 
证 明 “车 竞 赛 图 只 是 有 向 Hamilton 图, 则 DD 中 存在 Hamilton 回路 ,从 而 也 
中 任何 两 个 顶点 通过 Hamilton 回路 可 以 志 相 到 达 , 即 六 是 强 连 通 的 .反之 , 若 卫 
是 v 交 3 的 强 连 通 竞赛 图 , 则 由 定理 8.4.1 知 万 中 存在 Hamilton 回路 , 即 D 为 有 
向 Hamilton 图 . 0 
我 们 知道 ,关于 Hamilton 图 有 Ore 定理 :如果 阶 v 渤 3 的 简单 图 G, 对 任何 两 
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个 不 相 邻 的 相 异 顶点 zx 和 vw 有 a(w) + d(v) 之 v, 则 G 蚌 Hamilton 图 .同样 ,对 有 
向 Hamilton 图 , 我们 有 下 面 类 似 的 结论 . 

定理 8.4.3(Meyniel,1973】 设 也 是 阶 y 之 2 的 强 连通 简单 有 向 图 . 若 对 任 
一 对 不 相 邻 的 相 异 顶点 w 和 w, 有 

dp(u) + dp(v)} 守 2y-1, 

则 D 是 有 向 Hamilton 图 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 介绍 两 个 概念 和 两 个 引 理 . 

设 忆 晤 阶 y 宇 2 的 有 向 图 ,SCVD),S 关 .车 DD 中 存在 长 为 正 的 (， v) 
路 P, 使 5 站 VCP) = u,vi, 则 称 PP 为 DD 的 S$ 路 ; 若 DD 中 存在 一 条 长 为 正 的 回 
路 C, 使 15 nV(C)1= 1, 则 称 C 为 万 的 S 回路 ， 

引 理 8.4.4 ” 设 吕 为 y 实 2 的 强 连通 有 向 图 ,SC V,S 关 作 , 则 DD 中 或 者 存 
在 S 路 或 者 存在 S 回路 . 

证 明 ”因为 刀 是 "之 2 的 强 连通 有 向 图 ,所 以 由 定理 8.1.3 有 (vi,vw) € 
(S$, S), 并且 弧 (w,w) 在 DD 的 某 个 回路 C 上 .车 S 人 V(C) 为 单 点 集 , 则 C 是 万 
的 S$ 回路 ;否则 不 妨 设 wv 为 忆 的 起 点 ,并 记 从 ww 以 后 C 上 第 一 个 属于 S 的 顶点 
为 , 则 CC 前 (wv, 4) 节 是 也 的 S 路 . 0 

引 理 8.4.5 设 P= wiw…w 为 简单 有 向 图 中 的 路 ,wv E V(D)\ VP). 
车 Yl 二 -rw 不 是 D 中 的 路 , 则 

| [io VCP)] II VCP) I+ 1. 
证 明 令 
= {su E VIP)I1EiSE-1,(v,v) € A(D), 
S = lv EVIP)I1IEi SEE-1,(v,v) € A(D)), 

则 由 假设 知 , S, 站 $S, = B. 因 SjU 5;EV(P) 和 lw|, 故 15)U 51 所 1 V(P)1 
-1. 由 于 万 为 简单 有 向 图 ,因此 与 w 间 最 多 有 两 条 弧 , 所 以 

1 [io VCP}Y] (lS 1+193, 1+2=153 SI+2 委 1VYCP)1+1， 

品 

下 面 用 反 证 法 证 明定 理 8.4.3. 

假设 马 满 足 定 理 的 条 件 ,但 记 不 是 有 向 Hamilton 图. 因 DD 是 强 连通 的 , 且 阶 
v 池 2, 故 由 定理 8.1.3 知 , DD 中 含有 回路 , 设 C = wv,…wo 是 万 中 最 长 回路 . 
令 S = V(C), 则 S 为 V(D) 的 非 空 真子 集 .分 两 种 情况 讨论 . 

(1) DD 中 不 含 S 路 

因 DD 是 阶 y 闫 2 的 强 连通 有 向 图 , 故 由 引 理 8.4.4 知 ,DD 中 必 会 有 S 回路 局 
= wa 其 中 za = SN VVC. 记 人 T= | 到 二 则 天 乡 . 因 为 六 中 
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不 合 S 路 ,所 以 用 反 证 法 可 以 证 明 ; Y1 志 i 上 (i 关 放 及 1 所 j 碌 wi 与 不 
相 邻 , 即 知 
1 [lwl, SV lv{] 1= 0, 1 [tv!,T]1= 0, 
从 而 由 也 是 简单 有 向 图 知 
| [1w1,S] 1< 2， 
| [wt, TIE2(0 TI-1), 
{ [wt,S] 12 5 1- 1). 
又 由 于 也 中 不 含 S 路 , 因此 对 于 上 述 的 w 和 及 Yu € VD)\ (SU 7T)，, 
(vu) 和 (w,w) 中 至 多 有 一 条 属于 4A(D), (wa) 和 (wuvw) 中 也 至 多 有 一 条 属 
于 A(D), 于 是 
1[{wl, VCD NS U TY +1 [fvl, VOD) YN (S UV TY] 
S21 VD (SUT)!I= 2 -1S1-!T!). 
从 而 
dp(w) + do(w) = | [wt, SI I+i [iwt, TI+tt [wy!, VED) (SU T)]! 
+| [tvwl, SI 1+{ Efwt, TI+ti [Livw!t, VED) \ CS U T)] 1 
2+20 TI-1)+2(1S!1-1)+2C(y -lS$1I-IT1) 
= 2y 一 2， 
此 与 定理 的 条 件 蔬 盾 . 
《2) DD 中 含 S 路 
设 P = zi…anmorr 是 PP 中 一 条 使 > 最 小 的 S 路 (这 里 访 + > 为 模 上 的 同 余 )， 
其 中 jw = SN VP). 记 了 = ae 二 上 则 由 了 为 S 路 知 工 天 马 ,又 记 
C 上 的 (%,, voy,) 节 的 内 部 顶点 的 集合 为 $1, 则 由 PP 的 选择 知 ,个 中 任何 顶点 都 
不 与 S; 中 任何 顶点 相 邻 , 因此, Y wu € T, 有 
i [twt, S11= 0. 
并 且 由 CC 的 最 长 性 和 引 理 8.4.5 知 , 上述 顶 点 ww 满足 
| 时 SS lI SS 1+1=1S|-!S,1+1, 
从 而 
1 [twt, SI] IEI SI-iS 1+1. 
又 因 D 是 简单 有 向 图 , 故 
1 [wt, TI E20 THI- 1). 
设 P 是 DD 中 一 条 其 顶点 集 5, 满足 S\ 5 忆 5S,5 的 最 长 (vw,,, vw) 路 .由 
于 C 是 PD 中 最 长 回路 , 且 古 关 作 ,因此 S; 是 5 的 真子 集 ,从 而 存在 wv E S\ 5 
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忆 S51. 于 是 由 P’ 的 最 长 性 和 引 理 8.4.$ 有 
| {tw1, Ss] 1 委 | 59: 1+ 1. 

又 由 也 为 简单 有 向 图 知 

| [SS II 和 2(1SV9S 1-1) =20S1-19: 1-1)， 
从 而 

1 [fwv!,S] I<2151-| S81-1. 
因为 S, 中 任何 顶点 都 不 与 工 中 任何 顶点 相 邻 ,所 以 
1 [1w}, Tj]1= 0. 
根据 己 的 选择 及 C 的 最 长 性 ,对 于 上 述 的 uw 和 ww 及 YuE€EVAD)N(SU TT),t(v， 
u) 和 (w,w) 中 至 多 有 一 条 属于 A(D), ( 志 ,u) 和 (uw, vw) 中 也 至 多 有 一 条 属于 
A(D), 从 而 
1 [fwt, VODY NCS YU TY 1+ [wl, VCD) NCS U T)] 1 

R21 VID)\ (SUT)!] 

=2(v -lS1-| TI). 
所 以 
dolw) + dptw) = 1 [ut SI 1+1 [wt, TJ Iti [wt, VID) NY (CS UY T)] I 

二 | [iwt, SJ] 1+i [wl, T] I+ [wi, VED) \ (CS YU TY)] 1 
EISI-ISiIt1+20 TI-1)+21S51-1S;1-1 
+2ty -ISI-IT!) 
入 2y 一 2. 
此 与 定理 的 条 件 矛 盾 ， 0 
根据 定理 8.4.3, 我 们 容易 得 下 面 一 系列 推论 ， 

推论 8.4.6(Ghouila-Houri, 1960】 设 帮 是 vy 守 2 的 强 连 通 简 单 有 向 图 , 若 
Y¥vE€E VD),dp(v) 之 vy, 则 DD 是 有 向 Hamilton 图. 0 

推论 8.4.7 设 马 是 v 实 2 的 简单 有 向 图 , 且 

do(lu) +t dolv) vy Yu v0) EE A(CD), uw Av, 
则 DD 是 有 向 Hamilton 图 . 

证 明 根据 推论 的 条 件 和 推论 8.1.4 可 知 , 吃 是 强 连通 的 简单 有 向 图 .又 因 
为 对 于 也 中 任 一 对 不 相 邻 的 相 异 顶点 w 和 和 vw, 有 (uw,v) A(D),{v,u) 和 A(D),， 
所 以 

dptn) +t dplv) 2 vdp(v) + dp(u) Sv. 
于 是 
dp(u) + dnp(v) 完 2v > 2 ~ 1. 
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因此 由 定理 8.4.3 知 , 是 有 向 Hamilton 图 . 0 

推论 8.4.8(Nash-Williams,1960) 设 吃 是 v 之 2 的 简单 有 向 图 , 且 min{8”， 
8 之 2, 则 六 是 有 向 Hamilton 图 . 

证 明 这 是 推论 8.4.7 的 直接 推论 . 0 

推论 8.4.9 设 D 是 简单 有 向 图 , 且 对 任 一 对 不 相 邻 的 相 异 顶点 w 和 zw 有 

dp(1) + dp(v) 守 2y -3, 

则 六 是 有 向 半 Hamilton 图 . 

证 明 ”在 只 中 添加 新 顶点 mm, 且 YYvE V(D), 连 两 条 弧 (w,v) 和 {vw, wv)， 
得 到 强 连 通 简单 有 向 图 D“ ,对 于 呈 ' 中 任 一 对 不 根 邻 的 相 异 顶点 x 和 zs( 它 们 在 也 
中 也 不 相 邻 ), 有 

dp (u) + dp (v) = dp(u) + dp(v) +4 
闻 25(D) -3+4= 25(D') -1, 

从 而 由 定理 8.4.3 知 ,了 中 存在 Hamilton 回路 C, 于 是 C - mm 就 是 万 中 的 
Hamilton 路 . 口 

类 似 于 有 向 Harnilton 图 ,关于 有 向 半 Hamilton 图 有 下 列 几 个 结论 , 并 且 这 些 
结论 均 可 由 推论 8.4.9 立即 推出 . 

推论 8,4.10 设 是 简单 有 向 图 .车 YvE ViD),dp(v) 之 v-1, 则 吃 是 
有 向 半 Hamilton 图 . 口 

推论 8.4.11 设 D 是 简单 有 向 图 , 且 

dp(u) + dp(v) Ev- 1, VY(u,v) & A(D),w 天 


则 也 是 有 向 半 Hamilton 图 . 0 
推论 8.4.12 设 了 是 简单 有 向 图 , 且 min18+ ,8 | 宇 (y 一 1)/2, 则 DD 是 有 
向 半 Hamilton 图 . 0 


顺便 指出 :关于 Hamilton 图 的 推论 3.3.9 和 半 Hamilton 图 的 推论 3.3.11, 可 
以 分 别 由 推论 8,4.7 和 推论 8.4.11 立即 得 出 .这 是 因为 ,只 需要 把 简单 图 G 的 每 
条 边 wv 改 为 两 条 弧 (w,v) 和 (wv, u) 得 到 简单 有 河 图 DD 即 可 . 


习题 八 


1. 问 简 单 图 避 能 有 多 少 种 定向 ? 
2, 分 别 具 体 给 出 K,{n 之 3) ,天 fn 写 2) 和 Petersen 图 的 强 连通 定向 . 
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3, 设 f.V(D,) 一 V(tD,) 是 有 向 图 DD, 和 记 , 的 顶点 集 之 间 的 双 射 ,如 果 对 于 
D 的 每 一 对 顶点 wu 和 w, 户 , 中 从 到 % 的 弧 的 数目 与 DD, 中 从 fw) 到 了 (vw) 的 绝 
的 数目 相同 , 则 称 了 是 D; 和 D, 间 的 一 个 同 构 对 应 .如 果 记 , 和 DD; 间 有 同 构 对 应 ， 
列 称 DD; 和 D: 同 构 .把 有 向 图 P 的 每 一 条 强 的 方向 都 倒 这 来 得 到 的 图 称 为 DP 的 
逆向 图 , 记 作 户 . 试 求 一 个 有 向 图 ,使 得 D 与 万 同 构 . 

4. 以 万 记 D 的 逆向 图 . 

(1) 证明: 

OD P= D; 

© di(v) = dp(v); 

@ 在 中 可 以 从 顶点 v 到 达 顶 点 w 的 充 要 条 件 是 在 D 中 可 以 从 ww 到达". 

(2) 证 明 ; 若 DD 中 元 回路 , 则 5*(D) = 0,3 (D) = 0. 

5, 证 明 :G 有 一 个 定向 图 户 , 使 得 Yuv€E V, 有 | d’(v) -dd (v) | 所 1. 

6. 设 有 向 图 只 中 无 回路 ,证 明 ， 

(1) 8 D) = 0; 

{2) 可 以 把 D 的 顶点 编号 排列 成 oi, vw,…, wv, ,使 得 以 顶点 w(1 过 i 之 vv) 为 
头 的 一 切 弧 的 尾 属 于 顶点 集 1m rz， ww 

7. 设 P 为 有 向 图 , 若 对 V(D) 的 每 一 个 非 空 真子 集 S 均 有 1({S,S) | 之 
则 称 D 为 & 边 连 通 有 向 图 , 证 明 :DD 是 强 连通 有 向 图 , 当 且 仅 当 也 是 1 边 连 通 有 
向 图 . 

8. 设 也 为 有 向 图 ,车 SS VCD) 满足 :(1)S 是 独立 集 ;(2) 对 任意 顶点 v 村 
S, 存 在 w E 5S 使 (w,v) € A(D), 则 称 S 为 DD 的 核 .证 明 ; 竹 一 个 无 回路 的 有 癌 
图 必 有 核 ， 

9. 设 D 是 连通 图 ,z,y € VID),db(x) -ds(x) = = db(y) -db{y), 
且 对 任何 vE VOD),d5(vw) = d5(v)(w 称 为 平衡 点 ) .证 明 :D 中 含有 i 条 不 交 
的 从 zz 到 y 的 路 . 

10.{1) 证 明 : 设 刀 是 连通 图 . 若 对 任何 zeE V(D) 均 有 | ad5(x)--do(z) | 所 
1, 且 对 任何 a E A(D) 均 含 在 奇数 条 回路 中 , 则 DD 是 有 向 Euler 图 ， 

(2) 举例 说 明 (1) 中 道 命题 不 真 . 

(3) 证明; 连通 图 G 是 Euler 图 , 当 且 仅 当 GG 的 每 条 边 都 包含 在 奇数 个 圈 中 . 

11,(1) 证 明 ; 若 DD 是 强 连通 简单 有 向 图 ,y 守 3 且 6 > (v -1l)(v 一 2)+2， 
则 万 为 有 向 Hamilton 图 、 

(2) 构造 一 个 强 连 通 简单 有 向 图 也 ,使 得 < = (v 一 1)(v 一 2) +2, 且 吕 不 是 
有 向 Harnilton 图 ， 
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12. 证 明 ; 任 何 竞赛 图 要 么 自身 是 强 连通 图 ,要 么 改变 其 中 某 条 边 的 定向 后 
成 为 强 连 通 图 . 

13, 百 种 昆虫 , 两 种 之 中 必 有 一 种 能 咬 死 另 一 种 . 证明; 可 以 将 这 一 百 种 昆 
虫 每 种 取 一 个 虫子 , 再 排 成 一 个 纵队 , 使 得 每 个 虫子 能 咬 死 紧 跟 其 后 的 那个 虫 
子 . 

14. 课 上 两 堆 火 业 , 两 人 轮流 从 某 一 堆 中 取 若 干 根 火柴 , 每 次 只 能 从 一 堆 中 
取 , 不 能 不 取 , 没有 火柴 可 取 的 人 是 输 者 ,给 出 取胜 策略 

15. 竞赛 图 的 顶点 v 的 出 度 称 为 顶点 的 得 分 , 把 党 赛 图 各 个 顶点 的 得 分 按 
非 降 顺序 排列 而 得 到 的 序列 称 为 该 党 赛 图 的 得 分 晤 ,证明 :如 果 (si, s2,…, 5,) 
是 竞赛 图 了 的 得 分 向 量 , 则 


(1)》 s1+ 35 十 十 5 一 六 ma - 1); 

(2) 对 任何 天 ,1 < 委 下 和 之 -1 5 二 二 > E(k -1), 并 且 不 等 式 
对 一 切 严格 成 立 的 充 要 条 件 为 十 强 连通 ; 

(9) 对 Eh) Sn +k -2). 
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一 个 图 由 它 的 顶点 间 的 邻接 关系 或 顶点 与 边 之 间 的 关联 关系 完全 决定 .我 
们 把 图 中 的 顶点 和 边 标 号 进而 用 0 - 1 逢 容 来 表示 图 .这 祥 就 可 以 利用 线性 代数 
的 方法 来 研究 图 的 性 质 .与 图 有 关 的 秆 隆 包 括 邻 接 甜 阵 、 关 联 算 阵 、 图 类 阵 和 补 
图 答 阵 .矩阵 - 树 定理 是 关于 图 和 答 阵 的 经 典 定理 , 它 给 出 了 任何 一 个 标号 图 
的 支撑 树 的 数目 ， 

本 章 我 们 将 介绍 图 的 空间 、 图 的 矩阵 、 有 向 图 的 矩阵 以 及 重要 的 矩阵 - 树 
定理 . 


9.1 图 的 空间 


给 定 图 G = (V,E),E = iei,e2y el, YE’ 守 EFE, 邻 
li,e €E, 
0,e; 和信 E'， 
记 x = (zza xs) 显然,G 的 支撑 子 图 G = (V,E') 一 一 对 应 于 维 0 一 1 
向 量 x, 于 是 ,对 于 图 G, 可 以 定义 数 域 Z， = 10,1| 上 的 一 个 向 量 空 间 8 (G); 它 
是 由 上 述 所 有 。 维 0 -1 向 量 z 组 成 的 ;并 自 定义 8 (CG) 中 向 量 x = 【ziyzra…， 
Xe)》 和 yy = 《yy2，…,Y,) 的 加 法 运算 ( 称 为 环 和 运算 ) 如 下 

xDY= (rt y+ ys Te + Y) (mod 2). 
定义 8(G) 中 向 量 x = (zz zz) 与 多 ; 中 的 数 c 的 乘法 运算 为 

Cex {cr, Cr,", Cr ). 

设 8 (G) 中 向 量 x 和 ?了 分 别 对 应 的 G 中 支撑 子 图 为 G, = (V,E,) 和 G, = 
(V,E,), 亢 x 名 3 对 应 的 G 中 支撑 子 图 G,@, 的 边 集 为 E, 图 EE,, 即 EE 与 E, 的 对 
称 差 ( 环 和 ) . 

因为 由 一 条 边 导出 的 如 的 支撑 子 图 所 对 应 的 e 维 0 一 1 向 量 构 成 了 8 (G) 的 
一 个 基 ; 


2 一 


《1.0,0， ,05 《0 10 0 (0,0,…，0,1)， 
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所 以 6 (G) 是 。 维 向 景 空 间 , 并 且 8(G) 中 共有 2 个 向 量 . 我 们 称 8 (G) 为 避 的 
支撑 子 图 空间 (spanning subgraph space), 也 称 为 G 的 边 空间 (edge space). 

现在 考虑 8 (G) 中 的 两 类 向 量 :图 向 量 和 补 圈 向 量 . 

所 谓 圈 疝 量 (cycle vector) 是 指 零 向 量 ,或 者 G 中 一 个 或 多 个 边 不 交 的 圈 的 
边 的 集合 所 导出 的 G 中 支撑 子 图 相对 应 的 维 0 - 1 向量. 

定理 9.1,1 %(G) = fx 1 x 为 8(G) 中国 向 量 | 是 6(G) 的 一 个 子 空间 ， 

证 明 显然 ,Yr E (GG) 及 cE Zc :x EG). 又 因为 Yx,y € 
%(G), x 和 y 所 对 应 的 G 中 支撑 子 图 G, = (VEE,) 和 G, = (V,E,) 中 不 含 奇 点 ， 
且 x 田 了 所 对 应 的 G 中 支撑 子 图 Ge 的 边 集 为 FE, 图 忆 ,所 以 Gm; 中 每 个 顶点 
都 是 偶 点 ,从 而 Ce, 的 每 个 非 空 连通 分 支 都 是 Euler 图 , 因此 G,@, 的 每 个 非 空 
连通 分 支 都 是 一 些 边 不 交 的 圈 的 边 的 集合 所 导出 的 GG 中 支撑 子 图 , 故 xyE 多 
(G). 0 

类 似 地 , 补 圈 向 量 (cocycle vector) 是 指 零 向 量 或 者 G 中 一 个 或 多 个 边 不 交 
的 补 圈 所 导出 的 G 中 支撑 子 图 相对 应 的 8 维 0 -1 向量 .根据 推论 2.3.2, 补 圈 向 
基 也 就 是 零 向 量 或 者 各 中 边 割 所 导出 的 G 中 支撑 子 图 相对 应 的 维 0 -1 向 其. 

定理 9.1.2 Y(G) = {x 1x 为 82(G) 中 补 圈 向 量 | 是 8(G) 的 一 个 子 空间 . 

证 明 显然 , Yx EF(G) 及 cE€ Zc :EF(G), 凡 因为 ,VYx,y € 
J(G), 当 x = 了 时 ,x 狼 y = 0, 所 以 下 设 x 关 了. 设 x 和 y 分别 对 应 的 G 中 支撑 
子 图 为 G, = (V,E,) 和 种 G, = (V,EE,), 则 x 人鱼 y 对 应 的 G 中 支撑 子 图 为 G.@, = 
(V,E, 狼 E,). 因 EE, 关 EE, 设 E, = [Si,Si],E, = 【[S,,S,], 故 Si 关 Sz,S, 关 
3 . 令 5|= Si Si,S, = SnsS,S; = S;U S,, 从 而 易 知 5S, 为 V 的 非 空 真 


图 9.1.1 已 与 已 的 关系 


子 集 .在 图 9.1.1 中 , E, 中 的 边 具 有 上 半 部 分 的 四 种 类 型 , E, 中 的 边 具 有 下 半 部 
分 的 四 种 类 型 ,而 上 下 两 部 分 中 细 边 的 类 型 相同 ,因此 ,EE, 甸 EE, 的 边 只 是 上 下 
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两 部 分 粗 边 的 类 型 ,所 以 E, BE, = [5S;, 5s], 即 x yy € (G6). 0 

我 们 把 (GG) 和 31G) 分 别称 为 图 G 的 圈 空 间 (cycle space) 和 补 圈 空间 
(cocycle space). 

设 人 是 连通 图 G = (V,EE) 的 支撑 树 ， 

E{T) = je en ve |， 

E(T) 一 并 
则 工 + % 中 含有 且 只 含 一 个 图 G , 称 C 为 G 中 关于 TT 的 基本 图 (basic cycle)， 
k= 1,2,…,e 一 y+1; 同 样 ,T+ ei 中 合 且 只 舍 避 的 一 个 补 圈 02, , 称 2 为 GG 中 
关于 工 的 基本 补 轿 (basic cocyele),! = 1,2,-…,y 一 1. 

因为 补 树 工 的 边 @ 只 在 基本 圈 CG 中 出 现 ,而 不 在 其 他 基本 图 中 出 现 ,所 以 
任何 p 个 不 同 的 基本 图 的 边 集 的 环 和 不 可 能 为 空 集 ,记过 6 -y+ 1, 从 而 这 个 
基本 圈 对 应 的 圈 向 量 的 环 和 不 可 能 为 零 向 量 , 这 说 明 所 有 基本 图 Gs Ci 
对 应 的 圆 向 基线 性 无 关 . 类似 地 , G 中 关于 了 人 的 基本 补 图 0; 0 对 应 的 补 
圈 向 量 也 是 线性 无 关 的 . 

的 轿 向 量 3 sy Xi 是 € (G) 的 一 个 基 . 

证 明 ”只 需 证 明 : Y x € 名 (G),x 可 表示 为 x; ,…, x ,， 的 线性 组 合 ( 组 全 
系数 取 自 名 ). 当 x = 0 时 ,结论 显然 成 立 .下 设 x 关 0. 于 是 x 所 对 应 的 G 中 支撑 
子 图 G, = (V, E,) 中 至 少 有 一 条 边 属 于 E(T), 不 妨 设 

E, N-.E(T) = {6 ,0s } (1 过 tie-v+1). 
令 
E’ = ElG ) DBE(GC) OD PD E(G ). 
设 图 (V,E”) 对 应 的 e 维 0 1 向量 为 x , 则 
x = x 个 如 四 … 申 Kis 
从 而 由 定理 9.1.1 知 , x’ € (GG),x 狼 x EC(G). 

因为 E’ 晤 EE 的 边 只 能 是 E(T) 中 的 边 ,所 以 FE’ 鱼 EE 在 G 中 的 支撑 子 图 
(V,EF' 外 EE,) 不 含 圈 ,于 是 x 中 x =0, 即 x = x.， 0 

由 此 即 得 下 面 的 定理 : 

定理 9.1.4 ”连通 图 G 的 图 空间 名 (G) 的 维 数 为 - v + 1,%{G) 中 包含 
2 个 向 量 . 0 
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对 于 图 G 的 边 空间 8 (G) 的 两 个 向 量 x = (x,…,z) 和 y= (3 
定义 


(z,y) = Da (mod 2) 


为 x 与 y 的 内 积 (inner product). 

把 定理 9.1.4 推广 到 非 连通 图 上 去 , 即 有 如 下 定理 ， 

推论 9.1.5 图 G 的 圈 空 间 % (G) 的 维 数 为 e -y+ ww 名 (G) 中 合 2""** 
个 向 量 . 

证 明 设 G,G,,…,G, 是 G 的 各 连通 分 支 ,把 %(G,) 中 每 个 e(G;) 维 0 - 1 
向 量 通 过 在 相应 的 位 置 上 补 0, 化 成 e(G}) 维 0 -1 向 量 , 则 9(G;) 可 以 看 成 是 多 
(G) 的 子 空间 ,i = 1,2,…,w, 并 且 Yl1<i<jSw xXER(G)R 有 Ky EY(G), 
有 (x,y) = 0, 即 扫 (G1),…, 名 (G,) 是 两 两 正 交 的 , 又 

“(G) = 4(G) 0 OY (6.), 
所 以 


dim® (G) = yding (G,) = Si(e(G,) —_v(G)+1)=e—-y+w. 


0 
类 似 地 ,可 以 证 明 下 列 三 个 结论 ， 
定理 9,1.,6 连通 图 G 关于 它 的 支撑 树 工 的 基本 补 虑 所 对 应 的 补 圈 向 量 的 
全 体 ,构成 补 团 空 间 9Y(G) 的 一 个 基 . 日 
定理 9.1.,7 连通 图 G 的 补 圈 空间 9(G) 的 维 数 为 ， -1 92(G) 中 包含 2 
个 向 量 ， 品 
推论 9.1.8 图 G 的 补 圈 空 间 Y(G) 的 维 数 为 ，- w, (GG) 中 包含 2 “个 
向 量 ， 0 
例 9.1.1 在 图 9.1.2 中 ,y = 4,e = 5, 取 支撑 树 为 G[1e,, eu,eji1], 基 本 国 
对 应 的 圈 向 量 为 


图 9.1.2 
xi = {1,1,0,0,1), xz = (0,1,1,1,0). 
%(G) 中 的 其 他 图 向 量 为 
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x3 = XIBr = (1,0,1,1,1), 
xs = 0 x BO x = (0,0,0,0,0). 
同样 ,G 中 基本 补 图 对 应 的 补 图 向 量 为 
yi = (1,0,0,0, 1), 
y2 = (0,1,0,1,1), 
ys = (0,0,1,1,0). 
9 (G) 中 其 他 补 圈 向 量 为 
= DB = (1,1,0,1,0), 
ys = BY = (1,0,1,1,1), 
了 6 一 yD y, = (0,1,1,0,1), 
= ByDBY = (1,1,1,0,0), 
ys =0: FB0. B07 = (0,0,0,0,0). 0 
在 例 9.1.1 中 ,向量 (1,0,1,1,1) 既是 圈 向 量 又 是 补 圈 向 量 . 
定理 9.1.9 YrE%6G), 了 EY9G(G), 有 (r,y7) = 0. 
证 明 车 rzr=0 或 ?=0, 则 定理 成 立 . 若 x 夭 轴 7 天 0. 设 转向 量 x 对 应 
于 G 中 上 个 边 不 交 的 园 C,…,C, 补 圈 向 量 了 对 应 于 G 中 边 割 [S$, Sl. 注意 到 任 
一 圈 与 任 一 个 边 割 的 公共 边 数 总 是 偶数 .由 于 C; 与 [5,S] 的 公共 边 数 为 2xm; (1 


< 二 4), 因 此 凯 C 与 [S,5] 有 2 了 im 条 公共 边 ,从 而 x 与 y 恰 有 侦 数 个 位 轩 


的 分 景 同 为 1, 即 知 (x,y) = zw,(mod 2) = 0. 0 
9.2 ”图 的 矩阵 

本 节 将 介绍 与 图 有 关 的 四 种 矩 隆 及 其 关系 
9.2.1 ” 久 接 矩阵 


设 G 是 一 个 vy 阶 图 ,G 的 邻接 矩阵 (adjacent matrix)4(G) =《ai) 是 一 个 
v xyv 和 矩阵 ,其 中 ay 等 于 第 : 个 顶点 与 第 7 个 顶点 之 间 的 边 数 .例如 图 9.2.1 中 图 
G 的 邻接 矩阵 4(G) 为 
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Vy V2 V3 V4 Us 
0 2 0 


A(G) = 2 


己 已 

本 局 瑟 

2 一 = 

2 

[= 呈 一 mm 
S 


9.2.1 图 GG 

图 的 邻接 矩阵 有 下 列 性 质 : 

(1) A4(G) 是 一 个 以 非 负 整数 为 元 察 的 vy 阶 对 称 第 阵 , 即 4(G) = 4(G)， 
反之 ,对 于 任何 以 非 负 整 数 为 元 素 的 ， 阶 对 称 窍 阵 双 ,总 可 以 构造 一 个 " 阶 图 G， 
使 4(G) = Q. 

(2) G 中 第 i 个 顶点 的 度 等 于 Zt + 2as. 


(3) G 由 ww 之 2 个 连通 分 支 G,,…,G, 组 成 , 当 且 仅 当 在 顶点 的 适当 标号 下 ， 

G 的 邻接 矩阵 4(G) 可 以 写成 如 下 的 块 对 角形 式 : 
A(GI) 0 
A(G) = 人 

0 A(G,) 
其 中 A&(G;) 是 连通 分 支 Gi 的 邻接 矩阵 ,i = 1,2,…,w. 

不 难 知 道 , 4(G) 中 的 元 素 ai 其 实 可 看 成 是 G 中 连接 第 i 个 顶点 与 第 ; 个 顶 
点 的 长 度 为 1 的 不 同 途径 的 数目 . 推 而 广 之 ,有 下 述 定理 ，: 

定理 9.2.1 A'(G) 中 第 i; 行 第 ; 列 的 元 素 等 于 G 中 连接 第 ; 个 顶点 w 与 第 
了 个 顶点 上 的 长 度 为 > 的 不 同 途径 的 数目 ,1 委 站 5 委 风 这 里 41G) 是 > 个 4(G) 
的 乘积 . 

证 明 ”对 + 进行 归纳 . 当 r = 1 时 ,下 前 面 的 讨论 知 定理 成 立 . 设 4 一 (G) 的 
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第 i 行 第 i 列 元 素 等 于 G 中 长 为 r -1 的 不 同 (w, ww) 途径 的 数目 ,r 之 2, 将 4"(G) 
中 第 工行 第 1 列 元 素 记 为 a 外 , 则 由 盾 阵 乘法 的 定义 有 


jy 二 Dal? Qj. 
由 归纳 假设 ,a ? 是 G 中 长 为 r - 1 的 不 同 (w,w%) 途径 的 数目 , 因而 
auau 就 是 G 中 经 过 vw 的 长 为 r 的 不 同 (vw, vw) 途径 的 数目 ,于 是 Ya va 就 
是 G 中 全 部 的 长 为 > 的 不 同 (w, wv) 途径 的 数目 . 0 


9.2.2 “关联 矩阵 


设 G 是 具有 v 个 顶点 和 条 边 的 非 空 无 环 图 .G 的 关联 矩阵 (incident 
maxtrix)jM(G) = (mo) 是 一 个 vy Xe 和 矩阵 ,其 中 
1, 第 i 个 顶点 与 第 i 条 边关 联 ， 
0, 否则 . 
例如 图 9.2.2 中 ,图 G 的 关联 和 矩阵 Mf(G) 为 


0 0 1 1™ 


ms 一 


1 
M(G) = 0 


DD 
pk 


0 
1 
1 


0 
0 
1 


图 9.2.2 ” 非 空 无 环 图 
图 的 关联 和 矩阵 有 下 列 性 质 ， 
(1) M(G) 的 每 个 列 恰 包 含 两 个 1, 反之 , 若 一 个 v xs 的 0-1 和 矩阵 吾 中 每 
列 恰 有 两 个 1, 则 可 以 构造 一 个 y 个 顶点 条 边 的 无 环 图 G, 使 得 M(G) = 8. 
(2) M(G) 中 每 行 所 包含 的 1 的 个 数 等 于 对 应 顶点 的 度 . 
《3) 非 空 无 环 图 上 G 有 w 个 连通 分 支 G,,…, G,(w 次 2), 当 且 仅 当 通过 适当 排 
列 顶 点 和 边 所 对 应 的 行 和 列 ,G 的 关联 第 阵 M(G) 可 以 写成 块 对 角形 式 : 
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MI(G,) 人 
M(G) = M(G) 
0 M({G,) 
其 中 M(G;) 是 G; 的 关联 矩阵 ,: = 1,2,…,w. 
应 当 措 出 的 是 , 邻接 和 矩阵 和 关联 答 隆 是 计算 机 记录 团 的 两 种 主要 方法 . 
因为 非 空 无 环 图 G 中 非 孤 立 点 所 关联 的 边 的 集合 是 G 的 一 个 边 割 ,所 以 MM 
的 每 一 行 都 是 补 图 空间 Y(G) 中 的 一 个 向 量 , 即 补 圈 向 量 . 若 将 M (G) 的 第 i 行 
记 为 Mi 人 1 委 : 委 四则 于 (G) 的 秩 (rank) 就 是 名 ,MM;,…, M, 所 包含 的 线性 无 
关 的 向 量 的 个 数 的 最 大 值 . 
定理 9.2.2 车 G 是 y 阶 连 通 的 非 空 无 环 图 , 则 
rankM{(G) =»y—1. 
证 明 由 条 件 知 ,vy 守 2, 由 于 MC(G) 的 每 一 列 恰 有 两 个 1, 因此 
1M9 由 M 由 … 申 时 =1. 
所 以 Mi, M,,…, MM, 线性 相关 ,于 是 rakM(G) 过 > 一 1. 
下 面 证 明 M(G) 中 任何 vy -1 个 行 向 量 都 是 线性 无 关 的 . 若 不 然 ,不 失 一 般 
性 可 假设 Mi, M,,……, M, 1 线性 相关 ， 即 存 在 不 全 为 0 的 数 Clr sy Cv-l Z2' 使 
ciMi BD cM, 名 “BM = 0. 
sc 是 cu,…,cv 中 所 有 不 为 0 的 数 , 则 
Mi DD Mi 外 上 (2 M: = 人 0. 
另 一 方面 , 设 6 中 与 M; 相对 应 的 顶点 为 w (1 志 / 有 ), 因 GG 连通 , 故 G 中 必 有 
一 条 按 ( 设 为 第 7 条 边 ), 它 的 一 个 端点 属于 fw , vw，…, vw }( 设 为 ), 另 -一 端点 
不 属于 jw ，…, m1 于 是 M， 的 第 7 个 分 量 为 1, 而 M，…, M 的 第 ; 分 量 均 等 
于 0 ,所 以 MM; 鲜 Mi 四 … 全 于, 天 小 此 为 也 盾 . 0 
根据 定理 9.2.2 和 关联 第 阵 的 性 质 (3) 即 得 下 面 的 定理 : 
定理 9.2.3 若 v 阶 非 空 元 环 图 G 有 w 个 连通 分 支 , 则 
rank M(G)} = vy 一 四， 口 
从 无 环 非 空 图 G 的 关联 抢 阵 M(G) 中 任意 删 去 一 行 后 所 得 到 的 矩阵 称 为 避 
的 基本 关联 矩阵 {basic incident matrix), 记 作 MAG), 被 删 去 的 一 行 所 对 应 的 顶 
点 称 为 参考 点 (consult vertex). 
推论 9.2.4 vy 阶 无 环 非 空 图 G 是 连通 的 , 当 且 仅 当 
rankM(G) = rankM/(G) = vy —1. 


设 ce: 


2 
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证 明 ”必要 性 由 定理 9.2.2 及 其 证 明 得 到 , 充分 性 由 定理 9.2.3 即 得 . 
0 

定理 9.2.5 ” 非 空 无 环 图 G 的 子 图 了 是 G 的 支撑 树 , 当 且 仅 当 了 的 边 在 
Mj(G) 中 对 应 的 列 组 成 的 子 和 矩阵 是 非 奇 异 的 . 

证 了 明 记 yG) = vy,G 的 子 图 的 边 在 Mi(G) 中 对 应 的 列 组 成 的 子 和 矩阵 
为 M. 
若是 G 的 支撑 树 , 则 M 是 y -1 阶 方 阵 , 且 M 是 工 的 基本 关联 矩阵 ,因为 
连通 , 故 由 推论 9.2.4,rankM = ，- 1, 即 对 是 非 奇 异 的 ， 

反之 , 若 M 是 非 奇异 的 , 则 本 是 * -1 阶 方 阵 .由 于 了 是 由 与 呆 的 列 相对 应 
的 边 组 成 的 子 图 , 因此 下 有 y -1 条 边 , 有 ;个 顶点 (包括 参考 点 }, 于 是 MM 其 本 的 
基本 关联 短 阵 .因为 rankM ="“- 1, 所 以 由 推论 9.2.4 知 , 工 连通 ,从 而 了 是 G 的 
一 个 支撑 树 . 0 


圈 和 矩阵 


设 图 G 有 s 条 按 和 z 个 圈 .G 的 圈 和 矩阵 {cycle matrix)C(G) = (cy) 是 nxe 
矩阵 ,其 中 


9.2.3 


_ 仁和 条 边 上 第 ;个 图 上 ， 
后 0, 否则 . 
例 9.2.1 求 图 9.2.3 中国 G, 和 Gx 的 圈 矩 阵 . 


™ 


图 9.2.3 图 的 较 算 阵 的 例子 
解 G, 和 G, 均 有 6 个 圈 Ci(i = 1,2,…, 全 ,其 中 
E(C.) = |e), es, es!, 
E(lC,) 三 {ez, es, esl, 
E(C,} = les, es, e6, €7|, 
E(C4) = jel, e3, e466, €7), 


ECC;) 二 {ez, e3, es C6» es|， 
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E(Ce) 三 te, E27» E33 249 6859 esg| . 


因此 G 和 G, 的 圈 和 矩阵 


Cl €2 €3 €4 5 €6 7 Ea 


1001100 0 
010000112 
C(G) = clGJ)=|001011102 
1011011 0|c 
O0110110 1IG 
1111010 1C 


0 
由 此 看 出 , 两 个 不 同 构 的 图 可 以 有 相同 的 圈 抢 阵 ., 所 以 与 邻接 矩阵 和 关联 和 抵 
阵 不 同 的 是 ,不 能 用 图 矩阵 来 记录 一 个 图 
显然 , 圈 矩 阵 C(G) 的 每 一 行 都 是 圈 空 间 8 (G) 中 的 一 个 向 量 , 即 圈 向 量 ， 
因此 由 定理 9.1.9 有 如 下 定理 . 
定理 9.2.6 设 G 是 含有 图 的 无 环 图 , 则 
M(G)，C (G) = 0(mod 2), 
CIG)，AMTIG) = 0(mod 2). 
设 了 是 连通 图 怠 的 一 个 支撑 树 , 则 有 关于 人 的 e - y+ 1 个 基本 立 , 由 这 些 共 
本 图 在 %(G) 中 对 应 的 行 向 量 所 构成 的 和 子 矩阵 称 为 G( 关 于 T) 的 基本 圈 垂 阵 
{basic cycle matrix), 记 为 Cj/(G). 
因为 连通 图 的 e - vy + 1 个 基本 圈 所 对 应 的 圈 向 量 是 圈 空 间 % (GY 的 一 个 
基 , 所 以 有 
定理 9.2.7 设 G 是 合 有 图 的 连通 图 , 则 
rankC(D) = rankC(G) = e—-v+l1. 口 


9.2.4 补 圈 矩阵 


设 G 是 有 s 条 边 和 wm 个 补 圈 的 图 .G 的 补 圈 矩 阵 {cocycle matrix)Q(G) = 
(gq;) 蚌 mx se 矩阵 ,其 中 
， 人 第 i 条 边 上 第 i 个 补 图 上 ， 
” \0, 否则. 
易 知 , 补 圈 和 矩阵 Q(G) 的 每 一 行者 是 补 圈 空 间 9(G) 中 的 一 个 向 量 , 所 以 由 
定理 9.1.9 有 
定理 9.2.8 设 图 GG 含有 过 杆 和 国 , 则 


器 


178 组 合 图 论 


C(G) . Q(G) = (mod 2), 
Q{G). C'(G) = Omod 2). 0 
设 工 是 连通 图 G 的 一 个 支撑 树 ,G 中 关于 全 的 v - 1 个 基本 补 圈 在 8(G) 中 
对 应 的 行 向 量 所 构成 的 子 矩 阵 称 为 G( 关 于 了) 的 基本 补 圈 卸 阵 (basic cocycle 
matrix), 记 为 Q,(G). 
由 于 连通 图 G 的 v -个 基本 补 圈 所 对 应 的 社 圈 向 量 基 补 圈 空 间 Y(G) 的 


一 个 基 , 因此 有 
定理 9.2.9 设 G 是 全 有 连 杆 的 连通 图 , 则 
rankQ(G) = rank@(G) = v -1. 口 
设 工 是 含有 圈 的 连通 无 环 图 G 的 一 个 支撑 树 , 如 果 把 E(G) 排 成 如 下 顺序 : 


6 


~u+tl 


前 e -vy +1 条 边 属于 T, 后 v1 边 条 属于 了 ,并 且 把 G 中 含 6; 的 基本 图 记 为 第 
t 个 圈 (1 二 :vyv+1), 把 G 中 含 e; 的 基本 补 圈 记 为 第 s 个 补 圈 (1 志 s 守 v 
一 1), 风 


?Ei ?Ci ei? 


CG) 三 [1 Cj (9.2.1) 
Q(G) = [Qu, bl, (9.2.2) 
M/(G) = [Mu, Mu], (9.2.3) 


其 中 ,和 上 分别 为 e 一 y+1 阶 和 vw 一 1 阶 单位 矩阵 ,而 咱 ! 和 Mw 分 别 是 
(vy—-1)x(e-y+1) 和 (y 一 1)x (vy 一 1) 和 矩阵 , 
定理 9.2.10 设 台 是 含 圈 的 连通 无 环 图 , 且 CA(G), 8,(G) 和 My(G) 已 表 
示 成 式 (9.2.1) 一 (9.2.3) 的 形式 , 则 
Ca = M1 “ (Mb) , 
Qn = Ch 二 (Mo “ Mi. 
证 明 ”因为 由 式 (9.2.1) 和 式 (9.2.3) 两 式 有 
CAG): MiG) = Mu + Cn， Mb， 
所 以 由 定理 9.2.6 知 Mi + Cau， Mh = 0(mod 2), 于 是 
MI = Co MH. 
而 Mw 的 列 对 应 于 人 的 边 ,根据 定理 9.2.5, Mi 是 非 奇 异 的 ,从 而 (W?p) 存在， 
因此 Ca = M1 ' (Mi). 
同样 , 由 式 (9,2,1) 和 式 (9.2.2) 两 式 有 
Q(G) " CT(G) 三 Qi + Cl， 
故 由 定理 9.2.8 得 Qi + Ch = 0(mod 2), 即 得 CQ = Ca， 日 
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根据 这 个 定理 可 知 ,含有 图 的 连通 无 环 图 G 中 , 关于 支撑 树 的 基本 图 和 矩阵 
和 基本 补 回 矩阵 可 以 由 G 的 基本 关联 算 阵 确定 出 来 . 
例 9.2.2 求 图 9.2.3 中 图 G, 和 G: 的 基本 关联 所 阵 、. 基 本 辆 和 抵 阵 及 基本 衬 


圈 斥 阵 . 

解 ” 取 Gfiies,es,esser, esl] 为 G 的 支撑 树 ,vw 为 参考 点 , 则 
100:1 0000 
000i11100 

M(G)= |I1 1 0i0 1 0 1 0afM,,M,], 
001i00100 
0 100011 
不 难 知 道 , | M5 | = i 且 M5 的 伴随 矩阵 为 
11011 
0 1011 
000 1 1|, 
0 1111 
0001 
从 而 
1 1000 
wi i = h 001 中 
1110 


于 是 由 定理 9.2.10 得 
CA(G) 一 [7 MI (MEG)!] 


10 0 1 0 0 0 
=|0 1 0 0 0 1 1|， 
0 10 1 1 1 0 


Q(G1) = [CME (MD) 1)", 1s] 


司 一 


10010000 
1 10 100 0 
=|I0 0 1100 10 0|. 
0 1 1000 1 0 

10000 0 1 


同 理 , 由 
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M/(G,) 三 


[= 
总 本 二 节 
[| 
[= 
C= 
人 
Le 
[| 


可 求 得 
CA(G,) 三 Cr(G), 
Qr(G,) 三 Q@r(G1)， 0 
此 例 说 明 两 个 不 同 构 药 图 可 以 有 相同 的 基本 圈 和 矩阵 和 基本 补 圈 矩阵 ， 
值得 指出 的 是 ,图 G 的 圈 空 间 多 (G) 是 G 的 圈 和 矩阵 CG) 的 行 向 量 在 数 域 
: 上 所 生成 的 向 量 空间 ;而 G 的 补 圈 空 间 Y{G) 则 是 G 的 补 圈 矩阵 2(G) 的 行 
向 量 在 多 , 上 所 生成 的 向 量 空 间 . 


9.3 ”有 向 图 的 矩阵 


同 图 一 样 ,我 们 也 和 定义 有 向 图 的 四 种 矩阵 ， 
9.3.1 ”邻接 矩阵 


设 吃 是 一 个 y 阶 有 向 图 ,DD 的 邻接 矩阵 4(D) = (ay) 是 v xy 矩阵 ,其 中 mi 
是 刀 中 以 第 ; 个 顶点 为 尾 、 第 7 个 顶点 为 头 的 弧 的 数目 .例如 图 9.3.1 中 有 疝 图 的 
DD 的 邻接 卸 阵 为 


图 9.3.1 有 向 图 万 
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VU V2 V3 V4 Vs 


1 0 0 1 ou 
4(D) = 1 0 1 0 0l% 
0 1 0 0 0|v 
0 0 1 0 2|w% 
0 0 0 Us 
有 向 图 的 邻接 矩阵 有 下 列 性 质 ; 


(1) A4(D) 是 一 个 以 非 负 骆 数 为 元 素 的 ， 阶 方 阵 , 反之, 对 于 任 给 的 以 非 负 
整数 为 元 素 的 * 阶 方 阵 人 ,可 以 构成 一 个 y 阶 有 向 图 D, 使 4(D) = 8. 

(2) 4(D) 中 第 i 行 ( 列 ) 元 素 之 和 等 于 DD 中 第 i 个 顶点 的 出 (入 ) 度 . 

(3) DD 由 之 2 的 连通 分 支 Di, DD,,…, DD, 组 成 , 当 生 仅 当 在 顶点 的 适当 标 
号 下 ,4(D) 可 以 写成 如 下 的 块 对 角形 : 

(Di 0 
AD) = A(D) . . 
0 ACD,) 

其 中 A(D,) 为 也 ;的 邻接 年 阵 ,i = 1,2,…,w. 

仿照 定理 9.2.1 的 证 明 , 容易 推出 定理 9.3.1. 

定理 9.3.1 A (D) 中 第 ;i 行 第 i 列 的 元 素 等 于 有 向 图 DD 中 从 第 i 个 顶点 到 
第 j 个 顶点 的 长 为 7 的 不 同 有 向 途径 的 数目 . 0 


9.3.2 “关联 矩阵 
设 品 是 y 阶 s 条 弧 的 非 空 无 环 有 向 图 , DD 的 关联 矩阵 M(D) = (mr ) 是 yx 
es 窍 阵 , 其 中 


1， ”第 i 个 顶点 为 第 ; 条 绝 的 尾 ， 


0, 否则 ， 
例如 图 9.3.2 中 有 向 图 的 关联 矩阵 为 
a) a 3 经 4 妈 5 us 
1 0 -1 -1 0 一 所 
MD)=|-1 -1 0 0 0 0| zz 


0 1 1 1 -1 0 | vw 
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图 9.3.2 ” 非 空 无 环 有 向 图 六 


有 向 图 的 关联 矩阵 有 下 列 性 质 .; 

(1) MCD) 的 每 列 恰 有 一 个 1 和 一 个 -1, 反 之 ,对 于 任 给 的 以 1, -1 和 和 0 为 
元 素 , 且 每 列 恰 有 一 个 1 和 一 个 -1 的 vxe 和 矩阵 吾 ,可 以 构造 一 个 y 阶 * 条 强 的 
无 环 有 向 图 P, 使 M(DP) = B. 

(2) M(D) 的 每 行 中 1 的 个 数 等 于 对 应 顶点 的 出 度 ,而 - !1 的 个 数 等 于 对 应 
顶点 的 入 度 . 

(3) 非 空 无 环 有 向 图 刀 有 wmw 个 连通 分 支 让 ,DD,,…, D,(w 之 2), 当 且 仅 当 通 
过 适当 排列 顶点 和 边 对 应 的 行 和 列 , M(D) 可 以 写成 块 对 角形 式 : 

M(D) 0 
M(D,) 
M(D) = , ， 
0 M(D,) 

其 中 M(D,) 为 媚 的 关联 矩阵 ,= 1,2,-…,w. 

同样 , 邻接 矩阵 和 关联 矩阵 是 记录 有 向 图 的 两 种 主要 方式 ， 

因为 M(D) 的 每 一 行 都 是 实数 域 上 e 维 向 其 空间 中 的 向 量 ， 所 以 ， 
rankM(DD) 就 是 M{DD) 的 vy 个 行 身 量 所 包含 的 线性 无 关 的 向 量 的 最 大 个 数 . 

同 定 理 9.2.2 一 样 ,可 以 证 明 

定理 9.3.2 车, 阶 非 空 无 环 有 向 图 户 连 通 , 则 MCD) 中 任何 vy -1 个 行 向 
其 者 是 线性 无 关 的 , 且 rankM(D) = v1. 口 

由 定理 9.3.2 及 有 向 图 关联 矩阵 的 性 质 {3), 得 

定理 9.3.3 车 uv 阶 非 空 无 环 有 向 图 娘 有 um 个 连通 分 支 , 则 

rankM(D) = v-w. 0 
类 似 于 图 ,可 以 定义 有 向 图 DD 的 基本 关联 矩阵 Mi/(P) 和 参考 点 . 
根据 定理 9.3.2 和 定理 9.3.3, 可 得 : 
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推论 9.3.4 v 阶 非 空 无 环 有 向 图 连通 , 当 且 仅 当 
rankM(D) = rankM/(D)= vy-1. 0 
与 定理 9.2.5 一 样 ,不 难 证 明 ; 
定理 9.3.5 非 空 无 环 有 向 图 DD 的 子 图 全 是 DD 的 支撑 树 , 当 且 仅 当 了 的 弧 
在 Mr(D) 中 对 应 的 列 组 成 的 子 矩 阵 是 非 奇 异 的 ， 0 


9.3.3 ”图 矩阵 


设 有 向 图 刀 有 te 条 弧 和 个 圈 . 对 于 户 中 任何 圈 C,, 给 它 一 个 定向 , C, 中 方 
向 与 该 定向 相同 的 弧 的 全 体 记 为 Ci?, CGC; 中 方向 与 该 定向 相反 的 张 的 全 体 记 为 
C7,i = 1,2,…,7n, 令 


1， Qi 生 Ci, 
ci = 1—1, 弧 a， 二 Ci, 
0， ”否则 ， 


则 称 mn xs 和 矩阵 CCD) = (ci) 为 马 的 回答 阵 . 

显然 , P 中 国 C 的 定向 发 生变 化 ,仅仅 改变 CD) 中 与 C 相 对 应 的 行 中 元 素 
的 符号 . 

图 9.3.3 有 向 图 DD 中 圈定 向 后 的 圈 算 阵 为 


al U2 人 3 da Us Qs6 a7 
1 -1100 0 qo 
-1 1011 0 0ic: 
CD)= |-1 1010 1 -1iC. 
0 0111 0 oic, 
0 0110 1 -1ic 
0 0001 -1 uc 


同 图 一 样 ,有 向 图 的 关联 矩阵 与 图 秆 阵 也 有 下 面 的 关系 : 
定理 9,3.6 没 吃 是 舍 有 图 的 无 环 有 向 图 , 则 
M(D). CD) =0, 
CD): M'(D) = 0， 
证 明 设 M 为 M(D) 的 第 i 行 , 它 对 应 于 顶点 久 ;C 是 C(D) 的 第 j 行 ， 
它 对 应 于 图 Ci , 只 要 证 明 内 积 (M,, CG;) = 0. 
若 不 在 CG 上 , 则 与 wv 关联 的 弧 都 不 在 如 上 ,显然 (M,, CG) = 0. 
车 包 在 CG 上 , 则 与 ww 关联 的 纯 中 只 有 两 条 a, 和 ay 宪 C@ 上 . 当 vw 闻 为 a, 和 
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D 
三 Ce 
+ 如 
| a, 交 
Cr 
和 级 
2 4 EE 
CO Cc, C, 
| 
O 志 
Oy 
[ 利 大 
C3 四 可 (2 
CG Cs Ce 


图 9.3.3 ”有 向 图 DD 及 其 图 的 定向 
ay 的 头 或 尾 时 , M, 的 第 个 分 量 和 第 gq 个 分 量 同 号 ,而 C; 的 第 个 分量 和 第 9 个 
分 量 异 号 ,因此 (M,C)) = 0; 否 则 , M, 的 第 p 个 分 量 和 第 g 个 分 量 异 号 ,此 时 忆 , 
的 第 p 个 分 量 和 第 g 个 分 量 同 号 ,也 有 (M,C,) = 0， 口 


9.3.4 ” 补 图 矩阵 


设 有 向 图 有 e 条 弧 和 wm 个 补 圆 .对 于 也 中 补 圈 Q, = [S,, S;], 给 它 一 个 定 
向 (从 S; 到 5S; 或 者 从 Si 到 S;), Q; 中 方向 与 该 定向 相同 的 台 的 全 体 记 为 @@; , 并 令 
Qi = QiN Qi = 1,2, pm, 令 
1， 弧 a 6E Qi， 
9 =1-1， 弧 mcEQr， 
0, 弧 a; 信和， 
则 称 my x s 矩阵 QC(D) = (gq,) 为 吃 的 补 圈 短 阵 . 
同样 ,DD 中 补 园 入 的 定向 发 生变 化 , 仅仅 改变 &(D) 中 与 入 相对 应 的 行 中 元 
素 的 符号 ， 
有 向 图 的 锁 和 矩阵 与 补 较 矩 阵 也 有 类 似 于 图 的 圈 和 矩阵 与 补 国 矩 阵 的 关系 ， 
定理 9.3.7 设 有 向 图 DD 含有 连 杆 和 图 , 则 
C{D) . 0 (DD) = 小 
Q(D). CD)= 0. 
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证 明 设 C 是 C(D) 的 第 ; 行 , 它 对 应 于 转 CC 是 Q(D) 的 第 j 行 , 它 
对 应 于 补 圈 Q;， 只 须 证 明 (C., Q,) = 0. 

我 们 知道 ,图 C; 与 补 圈 忆 必 有 偶数 条 公共 弧 ， 

车 C: 与 @@ 无 公共 弧 , 则 显然 (C;, 8;) = 0. 

若 CC 与 Q@ 有 2tj(ti 写 1) 条 公共 颖 , 则 把 这 些 公共 弧 在 C 上 出 现 的 顺序 依 
人 次 配 成 1; 对 , 设 a, 和 a, 是 任意 一 对 这 样 的 弧 . 当 as 和 a, 同属 于 C; 或 Ci 时 , CC; 
的 第 p 个 分 最 和 第 g 个 分 最 必定 同 号 ,此 时 a, 和 a 必 分 属于 Qi; 和 QQ; ,从 而 2 
的 第 p 个 分 最 和 第 g 个 分 量 异 号 ,因此 (GC;, 8;) = 0; 否 则 , C; 的 第 p 个 分 最 和 第 
4 个 分 量 异 号 ,而 名 的 第 p 个 分 基 和 第 9q 个 分 量 同 导 ,也 有 (GC,, 2;) = 0. 

0 

给 定 含 圈 的 连通 无 环 有 向 图 DD 的 一 个 支撑 树 全 , 同 9.2,4 节 一 样 ,定义 户 的 
基本 圈 矩 阵 GC/(DD) 和 基本 补 圈 和 矩阵 2&r(P), 如果 把 4(D) 排 成 如 下 顺序 : 
前 e -，+1 条 绝 属 于 了 ,后 ，- 1 条 弧 属 于 了 ,并 且 把 P 中 含 。 的 基本 图 记 为 
第 上 个 本 (1 委 上 安 8。 一 v+1), 规 定 其 定向 与 a; 的 方向 相同 ;把 DD 中 合 a, 的 基 
本 补 圈 记 为 第 s 个 补 圈 (1 专 s 专 vy 一 1), 规 定 其 定向 与 a 的 方向 相间 , 则 类 似 于 


式 (9.2.1) 一 (9.2.3), 有: 


9, ts, » CD 9 A 9 


Cr(D) 三 [1 ,1 Ce], (9.3.1) 
分 ) = [Qy, 1,1], (9.3.2) 
M/(D) = [Ma,Mo]， (9.3.3) 


同 定理 9.2.10 一 样 ,利用 定理 9.3.6 和 定理 9.3.7 类 似 可 证 定理 9.3.8. 
定理 9.3.8 设 史 是 含 图 的 连通 无 环 有 向 图 , 自 CAD), QD) 和 MM/(D) 
已 表示 成 式 (9.3.1) ~ (9.3.3) 的 形式 , 则 
Cr =- MI (Mp), 
Qu =- Ch = (Mo) Mi, 
对 于 含 圈 的 连通 无 环 有 向 图 吃 , 根 据 式 (9.3.1) 一 (9.3.2) 式 知 , rankC(DD) 
= Ey+1,rankQ@(D) = vy ~1, 于 是 rankC(D)>e -yt+l,ranakQ(D)2v-1. 
又 由 定理 9.3.6 和 定理 9.3.2, 得 
rankC(D) ee ~ ranakM(D)=e-v+1, 
故 rankC(D) = 6 -vy +1, 从 而 由 定理 9.3.7 知 
rankQ (DY Ee -rankC(D)=vy-1, 


| 
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即 rankQ(D) = v -1, 因 此 我 们 得 到 
定理 9.3.9 设 卫 是 含有 图 和 连 杆 的 连通 有 向 图 , 则 
rankC(D) = rankCr(D) =e -vv+1l， 
rankQ@(D) = rankQ/(D) = v-1. 0 
同 图 一 样 ,有 向 图 PD 的 加 矩阵 C(D) 的 行 向 量 在 实数 域 展 上 所 生成 的 向 量 
空间 称 为 马 的 圈 空 间 , 记 为 8 (D);D 的 补 圈 年 阵 双 (PD) 的 行 向 量 在 实数 域 民 上 
所 生成 的 向 若 空 间 称 为 DD 的 补 图 空间 , 记 为 (DD). 


推论 9.3.10 设 X = [> - | | 的 为。 维 列 向 量 ,其 中 并 和 为 6 


一 vy +1 维 列 向 量 ,X, 和 YY 为 v - 工 维 列 向 量 , 则 在 定理 9,3,8 的 假设 下 , 有 下 面 
两 个 结论 : 
(1) 方程 组 MX = 0, MX = 0 及 QOX = 0 向 解 , 且 其 解 X 满足 
X =- QuX,X = CX.; 
(2) 方程 组 CY = 0 与 C/Y = 0 同 解 ,其 解 Y 满足 
Y =- CoY,Y = Cry. 
证 明 ”首先 由 推论 9.3.4 及 定理 9.3.9 知 ,方程 组 MX = 0 与 MX =0 同 
解 , CY = 0 与 CY = 0 同 解 . 


(1) MX = oo] = 0 


MuX, + MoX, = 0 
(MiMu)X. + X, = 0. 
由 Qn = Mi My MX = 0GQnX. + X, = OX, = — OnX.. 
另 一 方面 ,由 - CD = MyMun 知 
MAX =0%- CoX+X=0 


OX, = ChX. 
时 Lu 
-全 区- 
X, CT “/ 


(2) CY = 0 SLL cally | =0 


YY 十 CL Y, 二 0 
SY. = -CoY. 
另 一 方面 ， 由 CC 三 一 25 知 
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v1 ]- [ly -on 0 
一 一 1 上 w/t 


推论 9.3.10 在 电网 络 方程 中 有 重要 的 应 用 .1847 年 , Kirchhoff 给 出 了 电网 络 
理论 中 两 条 最 重要 的 定律 ,一 是 Kirchhoff 电流 定律 (KCL) ;电网 络 中 各 个 节点 上 
各 支 路 电流 代数 和 为 零 ; 另 一 个 是 Kirchhoff 电压 定律 (KVL) :电网 络 中 每 一 圈 路 
肉 各 支 路 电压 代数 和 为 零 ,我 们 把 电网 络 中 的 各 节点 视 为 顶点 , 各 支 路 视 为 弧 ， 
对 的 方向 与 电流 (或 电压 ) 的 方向 一 致 ,这 样 就 可 以 把 一 个 电网 络 抽象 成 一 个 有 
向 图 .例如 图 9.3.4 中 所 示 的 电网 络 和 对 应 的 有 向 图 .于 是 , 用 图 论 的 语言 , KCL 


图 9.3.4 ”电网 络 及 其 相应 的 有 向 图 
和 KWL 分 别 可 以 表述 为 MX = 0 和 CY = 0, 其 中 MM 为 D 的 关联 矩阵 ,C 为 DD 的 
圈 些 阵 ,X 和 YY 均 为 es 维 列 向 量 , 分 别称 为 电流 列 向 量 和 电压 列 向 量 . 利 用 推论 
9.3,10 可 以 将 电网 络 方程 MX = 0 和 CY = 0 化 简 . 
例 9.3.1 考 虚 如 图 9.3.4 所 示 的 电网 络 和 对 应 的 有 向 图 马 . 取 成 中 支撑 树 
全 为 由 fas, a4; as| 导出 的 子 图 , 则 相应 于 个 的 基本 圈 答 阵 Cy(DD) 和 基本 补 圈 撼 
阵 Qy(DD) 分 别 为 
Ul dd dy 24 Us 
100 -1 2 
011 1 0oc， 
a dy dy Us 25 
0 -110 oeQ, 
2r(P) = | -1 01 le 
1 000 10, 
设 电流 列 向 量 和 电压 列 向 量 分 别 为 


CD) = | 
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5 5 


工 1 
-1 1 0 0|z 一 了 az 十 7 
0= QX = 1 -1 0 1 0 3| 一 21 一 2 十 工 :|， 
1 0 .00 1izx, Xl1+ rs 
5 
1 0 六 1 
0 1 2 
Tl 
且 X = CIX. = o 1 "|= 2 
> 
一 1 1 + XY 
一 1 0 一 并 1 
Kircbhoff 电压 定律 CY = 0 可 化 简 为 C/Y = 0, 即 为 
31 
V2 
100 -1 -1 3 一 334 一 3 
0 一 CrY 三 43 | 三 9 
D 1 1 0 32 十 33 + Ys 
Da 
5 
0 1 1 34 十 ys 
-1 -1 0 2 Ys 4 
且 Y = QiY, = 1 0 0||l%|= Ya 口 
0 1 0 5 ys 
0 0 1 Ys 


9.4 和 拖 阵 - 树 定理 


首先 介绍 一 个 概念 :如 果 一 个 矩阵 的 任何 方 阵 的 行列 式 等 于 1, ~- 1 或 0, 则 
称 该 矩阵 为 全 单位 模 矩阵 (total unirnodular matrix). 
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不 难 知道 ,全 单位 模 和 矩阵 的 一 个 明显 的 必要 条 件 是 它 的 元 素 为 1， - 1 或 0， 
下 面 的 定理 给 出 了 全 单位 模 矩 阵 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 9.4.1 设 B8B = (5b;), 且 对 一 切 i2 和 j,65; = 1, -1 或 0, 如 果 下 面 两 个 
条 件 都 满足 , 则 号 是 全 单位 模 矩 阵 . 

(1)B 的 每 一 列 最 多 有 两 个 非 零 元 素 ; 

(2)8 的 行 可 分 划 成 两 个 子 集 R! 和 R;, 使 得 对 于 同一 列 中 两 个 非 零 元 素 , 当 
这 两 个 非 零 元 素 符号 相同 时 ,对 应 的 两 行 在 不 同 的 行 子 集中 ; 当 符号 不 同时 , 对 
应 的 两 行 在 同一 行 子 集中 ， 

证 明 ”只 需 证 明 召 的 任何 一 个 子 方 阵 召 ' 的 行列 式 18 1= 1, -1 或 0. 设 
有 是 阶 方 阵 ,对 n 进行 归纳 . 若 n = 工时 , 则 显然 成 立 . 

由 于 8 满 吓 (1) 和 (2), 因此 B 的 人 酝 何 子 矩 阵 也 满足 这 两 个 条 件 . 假 设 B 的 
任何 阶 子 方 阵 的 行列 式 等 于 1， -1 或 9, 任 到 B 的 &+1 阶 子 方 阵 8“, 它 也 满 
是 条 件 (1) 和 (2), 如 果 8“ 的 某 一 列 恰 有 一 个 非 0 元 素 , 记 该 元 素 在 B’ 中 的 余子 
式 为 5, 则 1B’ 1= 土 ,由 归纳 假设 ,8 = 1, -1 或 0, 从 而 18 1= 1, -1 或 0:; 
如 果 B” 的 每 一 列 怡 有 两 个 非 海 元 素 , 则 对 B” 中 任何 列 j, 有 


bs 一 bs. 
i€ER| 名 
把 B“ 的 第 i 行 记 为 B,, 则 >》 B' 一 ZB = 0, 即 8 的 所 有 行 向 量 是 线性 
i€ER i€ R, 
相关 的 , 故 |B | = 0. 0 


定理 9.4.2 ” 非 空 无 环 有 向 图 的 关联 矩阵 是 金 单 位 模 的 . 

证 明 设 了 是 非 空 无 环 有 向 图 , 因为 M(D) 的 每 列 恰 有 两 个 元 娄 非 零 :1 
和 - 1 所 以 把 M(D) 的 行 分 划 成 两 个 部 分 R 和 R,, 其 中 Rs = 乡 ,于 是 由 定理 
9.4.1 知 结论 成 立 . 0 

顺便 指出 :图 的 关联 矩阵 不 一 定 是 全 单位 模 矩阵 , 例如 | M{K;)| = 2. 

根据 定理 9.3.5 可 知 , 非 空 无 环 有 向 图 D 中 支撑 树 的 数目 等 于 DD 的 基本 关 
联 和 矩阵 My(DD) 中 非 奇 异 的 y - 1 阶 子 方 阵 的 个 数 , 由 定理 9.4.2 知 , 这 又 等 于 
Mi(DD) 中 行列 式 为 +1 的 vy -1 阶 子 方 阵 的 个 数 .根据 关于 和 矩阵 乘积 行列 式 的 
Binet-Cauchy 定理 又 有 

1M(D) .ME(D)|= 和 (MD) 的 v1 阶 子 方 阵 的 行列 式 》. 
而 上 式 右 端 每 个 非 零 项 怡 好 等 于 1, 所 以 上 式 右 端的 值 等 于 D 中 不 同 的 支撑 树 
的 数目 . 与 2.5 节 一 样 , 记 D 中 不 同 的 支撑 树 的 数目 为 *(D)， 则 得 到 
Kirchhoff(1847) 证 明 的 一 个 求 r( 有 p) 的 方式 ,我 们 称 之 为 矩阵 - 树 定理 ， 

定理 9.4.3( 竹 阵 - 树 定理 ) ” 设 了 为 非 空 无 环 的 连通 有 向 图 , 则 


190 组 合 因 论 


r(D) = |M(D) . M7(D)|. 0 
现在 可 以 给 出 求 连通 图 G 的 支撑 树 数 目的 另 一 个 方法 ， 
首先 删 去 @G 的 所 有 的 环 得 到 图 G,, 则 r(G) = r(G1) .车 Gi = 后, 则 r(G) 
= 1; 若 G, 为 非 空 图 , 则 把 G 的 边 任意 定向 , 得 到 非 空 无 环 连 通 有 向 图 D, 且 
r(G1) = r(DP), 再 利用 抢 阵 - 树 定理 求 出 rz(D). 
例 9.4.1 求 图 9.4.1(a) 中 图 G 的 支撑 树 数目 x(G). 


图 9.4.1 图 G 及 其 定向 图 D 


解 ” 先 把 图 避 的 边 任意 定向 化 为 有 向 图 咏 , 见 图 9,4,1(b). 
以 ww 为 参考 点 ,得 基本 关联 矩阵 
1 -1 -1 0 0 0 0 
wm | 0 0 -1 1 -1 | 
0 0 1 0 -1 1 -1 


从 而 
r(G) = r(D) = | MD) ,MTCD)| 
3 -1 -1 
= |-1 4 -2|=24. 口 
-1 -2 4 


利用 矩阵 - 树 定 理 可 以 得 到 求 非 空 无 环 连 通 图 中 不 同 支 撑 树 的 数目 的 一 
个 简单 公式 ， 
设 G 是非 空 无 环 连通 图 , Y(G) = ou 台所, 定 义 一 个 yxXz7 的 对 角 和 扼 
阵 DtG) = (dj), 其 中 
(ee i=], 
ds = - 
0， i 天 4. 
设 G 的 定向 图 为 D， 
M(D) = (mo) yx, MD) MT ID) = (Oo 
则 


bs 三 DD) mn ,2 三 1,2,'"*,y. 
k=1 
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由 于 六 的 每 个 顶点 vw 怡 好 与 do (w) 条 强 关联 , 因此 , M(D) 的 第 i 行 恰 有 
dc(vi) 个 非 零 元 案 (1 或 -1), 故 


和 一 2 (oa = ckw)， i = 1,2,.,y. 


设 G 的 邻接 第 阵 4(G) = (a;),x,, 则 DD 的 任何 两 个 顶点 和 w(i 关门 之 
间 有 ai 条 弧 , 从 而 对 (PD) 的 第 i 行 和 第 ; 行 中 , 怡 有 a; 个 位 置 上 ,这 两 个 行 向 量 
的 分 量 一 个 为 1, 而 另 一 个 为 - 1, 于 是 

by = Da murs = 一 ii， 1 = 1,2,…pVv 天 了， 
这 就 证 明了 
M({D). M'(D) = D(G) - A(G). 

设 MA(D) 是 DD 的 区 本 关联 矩阵 ,vw 为 参考 点 , 则 M(D)， MI(D) 就 是 
MM(D)…M"(D) 中 删 去 第 i 行 和 第 i 列 后 得 到 的 矩阵 , 因此 , Mj(D)、MI(D) 就 
是 在 D(G) - 4(G) 中 删 去 第 i 行 和 第 ; 列 后 的 矩阵 . 用 4,(G) 表示 删 去 矩阵 
D(G) - 4(G) 的 第 i 行 和 第 i 列 后 得 到 的 矩阵 的 行列 式 ,于 是 , 由 算 阵 -- 树 定理 


立即 得 到 
推论 9.4.4 ” 设 G 为 非 空 无 环 连通 图 , 则 
r(G) = A,(G), i = 1,2,.…,v(G). 0 
例 9.4.2 求 图 9.4.1(a) 中 图 G 的 支撑 树 数目 zr(G). 
解 。” 易 知 
3 -1 -1 -1 
—1 4 -2 一 1 
D(G) - A(G) = 2 
-1 -1 -1 3 
从 而 
4 -2 1 
rG)=A(G)=|-2 4 -1|=24. 0 
-1 -1 3 


用 推论 9.4.4 求 r(G) 比 用 夭 阵 - 树 定理 求 要 简单 些 .最 后 ,我们 应 用 推论 
9.4.4 来 重新 推导 求 完 全 图 的 支撑 树 数 目的 Cayley 公式 ， 

推论 9.4.5(Cayley, 1918) rr(K,) = 和 于. 

证 明 ”不 难 知道 D(K,) -4(K,) 的 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 - 1, 而 其 他 
各 元 素 均 为 - 1, 即 
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D(K,) — A(K,) 三 ，， ? 
-1 n 一 ,x 
所 以 A1(K,) 为 n ~ 工 阶 行列 式 , 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 - 1 其余 各 元 素 均 为 
一 1, 将 A,(K,) 的 各 行 都 加 到 第 工行 ,再 将 第 1 行 分 别 加 到 各 行 , 即 得 


1 1 … 1 
ANK)= | | = 
0 0 开 | 0 
即 
rlK,) = n'™ 口 
习题 九 
1. 写 出 题 图 9.1 的 邻接 矩阵 和 关联 年 阵 ， 
| Ve 
题 图 9.1 
2. 求 图 G, 使 得 
0 10 1 
1 i 0 1 1 
M(G) = 101 1 0| 
1000 
3. 求 出 题 图 9.2 关 于 支撑 树 T= GI[ic,d,f,g1] 的 基本 关联 矩阵、 基本 轿 拭 


阵 及 基本 补 副 和 矩阵， 
4. 写 出 题 图 9.3 的 关联 矩阵 M, 并 由 关联 矩阵 求 出 该 图 的 基本 园 矩 阵 . 
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题 图 9.3 


5. 设 G 是 二 部 图 ,证 明 G 的 项 点 可 以 适当 标号 ,使 得 4(G) 旦 如 下 形式 
0 | 


A(G) = 网 0 


其 中 各 21 三 A '. 
6. 已 知 图 G 的 邻接 矩阵 为 


Lom | 
[= 一 
一 
be 


不 许 画 图 ,论证 G 是 否 连 通 . 
7. 已 知 连通 图 G 的 基本 圈 和 矩阵 为 


ua 而 


不 许 画图 , 回答 是 否 : 
(1) 16,c,e, 扩 导出 支撑 树 ; 
(2) |a,cve, 帮 导出 支撑 树 ; 
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(3) fa,b,e,81 是 边 割 ; 

(4) 向 , 访 ec| 是 边 割 ; 

(5) 1d,e,f,81 是 边 割 ; 

《6) je,ocya,gl 导出 一 个 图 ; 

{7) fa, c,d,e,8,f| 导出 一 个 图. 

8.4 是 图 G 的 邻接 矩阵 ， 

(1) 4 主 对 角 线 之 和 为 100, 求 s(G) =? 

{2) 4? 主 对 角 线 之 和 为 600, 求 G 中 三 角形 数目 ， 
9. 已 知 有 向 图 DD 的 邻接 矩阵 是 


1 0 
et 5 
1 0 


不 许 画 图 ,回答 DD 是 否 强 连通 ,为 什么 ? 
10, 证 明 zz(K,,) = mn 
11 ,已 知 z 阶 矩阵 & 的 左下 角 及 主 对 角 线 右 邻 的 元 素 为 1, 其 余 元 素 缘 为 0， 
试用 图 论 方法 求 : 
(1) 4?* 主 对 角 线 元 察 之 和 ， 
(2) 4: 主 对 角 线 元 素 之 和 ， 
12.4 = (ar)x 是 图 G 的 邻接 和 矩阵. 
(1) 对 任 一 自然 数 , A*! 主 对 角 线 元 素 之 和 为 0,e(G) 关 0 求 x (G); 
(2) 对 任 一 自然 数 &, 4*，' 主 对 角 线 元 素 之 和 为 0,e(G) 关 0, 求 x(G). 
13. 有 向 图 马 的 关联 矩阵 为 
1 1 1 0 0 0 
mpD)=| 9 7 7? 
0 0 -1 0 -1 -1 
0 -1 0 1 1 0 
求 *(D), 并 画 出 所 有 支撑 树 ， 
14. 写 出 题 图 9.4 中 关于 支撑 树 T = D[ fa,5,c,d1] 的 基本 国 矩 阵 和 基本 
补 轩 矩阵 . 
15. 图 G 的 邻接 矩阵 4(G) 的 特征 多 项 式 
1 和 一 瘟 1= 好 CA +teA T+ +e,, 
称 为 图 G 的 特征 多 项 式 ( 其 中 了 为 单位 矩阵 ),4(G) 的 特征 值 及 其 重 数 称 为 图 C@ 
的 谱 , 证 明 ; 若 G 是 简单 图 , 则 有 cc， = 0,c， = 一 el(G), -cs 是 台中 含有 不 同 的 
K; 子 图 的 个 数 的 两 倍 . 
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题 图 9.4 
16. 图 G 是 连通 图 当 且 仅 当 (4 + 1)” 中 无 等 元 察 ， 
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图 的 计数 是 图 论 中 的 经 典 内 容 , 它 的 先驱 是 Cayley, Redfield 和 P6lya. 历史 上 
最 时 的 计数 问题 是 从 顶点 有 标号 的 图 ( 即 标号 图 ) 开始 的 ,图 10.1 中 列 出 了 全 部 
三 阶 标号 图 共 8 个 .如 果 去 掉 顶 点 标号 , 则 全 部 三 阶 简单 图 就 只 有 4 个 ( 即 在 同 构 
意义 下 的 等 价 类 有 4 个 ), 如 图 10.2 所 示 . 按 照 边 的 有 无 , 易 知 n 阶 标号 图 共有 


Wd 让 1 
AN 。 4 \ 、 
八 
Vv 1 


图 10.1 全 部 三 阶 标号 图 


人 


图 10.2 人 金 部 三 阶 简单 图 
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(3 
(Cayley 公式 ) ,如果 去 掉 顶 点 标号 , 则 =” 阶 简单 图 的 数目 和 ?” 阶 支撑 树 的 数目 就 
不 那么 容易 求解 了 ,因为 此 时 考察 的 是 在 同 构 富 义 下 等 价 类 的 数目 ， 

本 章 我 们 先 介绍 置换 群 的 基本 知识 , 再 介绍 同 构图 的 计数 和 Palya 计数 定 
理 , 最 后 介绍 图 的 计数 .无 特殊 声明 , 本章 中 的 图 均 指 顶点 无 标号 的 图 . 


10.1 置换 群 的 基本 知识 


集合 王 和 互 上 的 二 元 运算 ^.”, 如 果 满 足 ， 

(1)“.，” 运算 在 玉 上 是 封闭 的 ,到 Ya,b EE H, 有 a:5€H; 

(2)“.” 运算 满足 结合 律 , 即 Ya,b,c E HH, 有 (a :56):c=a:{b'ce); 

(3) 存在 e E 日 ,使 得 Ya E H, 满 足 a.e =e.a = wa, 称 e 为 日 的 单位 
元 ; 

(4) Ya E€ ,存在 a "EH, 使 得 a:a l=al.a=e, 称 a7 为 a 的 履 
Jt, 
则 称 代 数 结构 (五 ，: ) 为 群 (group). 

在 群 ( 态 ,.) 中 , Ya E 万 ,我们 定义 a 的 方 做 如下; 


0 1 n+l 到 
2 =ea 一 CC 一 Ga， 


2 下 个 ,m 条 边 的 a 阶 标号 图 则 有 | 2 | 个 .我 们 已 经 知道 4 阶 标号 树 有 "个 


其 中 ”为 自然 数 . 

对 于 五 中 的 元 素 a, 若 存在 mm > 0,m 是 满足 a”= e 的 最 小 正 整数 , 则 称 a 
是 m 阶 元 , 若 这 样 的 mx 不 存在 , 则 称 a 是 无 限 阶 的 ,如 果 五 是 有 限 集合 , 则 称 
[ 百 1 是 群 的 阶 ,在 二 阶 群 中 任何 元 素 的 阶 均 是 = 的 因子 . 当 五 是 有 限 群 时 , 若 召 
的 非 空子 集 工 满足 对 Ya,5 EL 有 apEI, 则 称 工 为 百 的 子 群 (subgroup)， 

集合 4 到 自身 的 一 个 一 一 对 应 称 为 是 4 上 的 一 个 置换 (permutation). 若 A = 
fa a ya 用 则 4 上 的 置换 2p 常 可 表示 为 ; 
了 pla) plas) … gla 

A 上 两 个 置换 f,g 的 二 元 运算 “，” 称 为 腰 积 ,定义 为 它们 的 复合 喘 射 , 即 让. 
g(a) = f(g(a))(Ya EA).A 上 全 体 1A1!1 个 置换 在 这 样 定义 的 二 元 运算 下 构 
成 群 , 称 为 4 上 的 n 阶 对 称 群 (symmetric group), 记 作 Ss .Ss 的 任 一 子 群 称 为 是 4 
上 的 一 个 兽 换 群 (pernutation group). 

记 工 = 11,2,…,n1, 上 的 对 称 群 记 为 S,, 易 见 
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s = 3 3 3 


其 中 有 3! = 6 个 置换 . 

例 10.1.1 在 平面 上 取 定 一 个 正 n 边 形 (n 之 3). 从 某 顶 点 起 按 顺 时 针 方 向 
把 各 顶点 标号 为 1,2,…,n, 称 这 个 平面 正 xn 边 形 为 定 盘 . 设 有 一 个 与 定 盘 重合 
的 正 n 边 形 , 称 之 为 动 盘 , 现 使 动 盘 围绕 其 中 心 在 定 盘 上 旋转 , 为 使 旋转 后 , 动 盘 


与 定 盘 仍 重合 , 则 动 盘 只 能 旋转 360 ,2 . 360 ,3 , 35，.…, ，。. 3 .这 样 便 得 到 


了 动 盘 与 定 盘 间 的 = 个 不 同 的 位 置 关系 ,相应 地 确定 了 = 个 顶点 集 上 的 置换 . 当 


动 盘旋 转 360- 时 , 相应 的 置换 为 。 。 ， “人 | 全 。. 易 见 , 当 动 委 放 


转 &. 32 时 ,相应 的 置 横 则 为 (1 忒 < ). 图 10.1.1 给 出 了 当 a= 6 的 情 
形 . 


10.1.1 正六 边 形 的 旋转 

5 的 诸 宕 次 co ,oo = e 构成 了 S, 的 一 个 子 群 , 称 此 租 换 群 为 由 = 
生成 的 n 阶 循环 群 (Cyclicgroup), 记 作 o,. 0 

例 10.1.2 ”如果 在 例 10.1.1 中 除了 人 允许 动 盘 作 平 面 旋转 外 ,还 允许 动 盘 作 
空间 翻转 , 则 为 使 动 盘 与 定 盘 重 台 ,除了 例 10.1.1 中 的 ”个 平面 旋转 ,还 可 以 使 
动 冀 绕 共 对 称 轴 翻转 . 正 n 边 形 共有 个 对 称 轴 , 故 相 应 地 可 以 确定 n 个 置换 . 
设 c =- |， ， “人 引 ， 则 这 ， 个 置换 为 ro,roz vaart 如 图 
10.1.2, 给 出 了 当 ww = 3,n = 6 的 情形 . 

当 mn = 3 时 ,空间 翻转 确定 的 3 个 置换 为 
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HE 
1 3 213 2 1 2 1 3 和 


即 为 ro,r 和 ro”. 


< 
% 


图 10.1.2 正三 角形 ,正六 边 形 的 旋转 
当 n = 6 时 ,空间 翻转 确定 的 6 个 置换 为 


123459.23459 
165432 3216 5 4 
[i23459[23459 
54321 6 2 16 54 3/ 
[1123459.l ?234 
43216 $16 54321 


~ 


即 为 ro, ro', to’, ro rt 和， 
22 个 置换 g,g，…, o,f, rz,…yro" 也 构成 了 S, 的 一 个 子 群 , 称 此 置换 群 
为 二 面体 群 (dihedral group), 记 作 DD.. 0 
例 10.1.3( 图 的 自 同 构 群 ) 设 是 图 G = (V,E) 的 点 集 V 到 自身 的 一 个 
双 身 , 且 满 足 : 
(uv) EES(p(u), pg(v)) EE,(Yu,v € VW, 

则 称 p 是 图 G 的 一 个 自 同 构 . 易 见 G 的 全 体 自 同 构 作 成 了 顶点 集 了 上 的 置换 群 ， 
称 为 图 G 的 自 同 构 群 , 记 作 P(G). 实 际 上 ,图 G 的 一 个 自 同 构 p 就 是 顶点 集 
VLG) 上 的 一 个 保持 边 集 E(G) 不 变 的 置换 . 车 图 G 为 如 图 10.1.3 中 所 示 的 
Ki 注意 到 mm 是 G 中 惟一 一 个 度 为 2 的 顶点 , 故 车 PE _ TIG), 则 在 置换 的 

作用 下 ,顶点 v, 必 保 持 不 动 ,于 是 有 
1 2 3 
T(G) = 人 3 2 


| 
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图 10.1.3 Ks 
例 10.1.4 设 n 圈 C, 的 顶点 集 为 y= 了 = 11,2,…,n|, 如 图 10.1.4 所 示 . 
求 n 轿 C, 的 自 同 构 群 T(C,). 
解 设 p 是 C 的 一 个 自 同 构 , 即 yp € S, 且 把 顶点 i 的 标号 修改 为 pCi)(i 
= 1,2,…,n) 后 , C, 的 边 集 仍 保持 不 变 , 可见 g 可 道 过 例 10.1.1 中 的 平面 旋转 
和 例 10.1.2 中 的 空间 翻转 两 种 运动 得 到 .于 是 TT(C,) = 也 ,. 0 


图 10.1.4 x 图 C. 的 自 同 构 群 


设 A = fai,az, ,G44|, 1A1= n, 若 A 上 的 首 换 gq 可 表 为 
-| 3 7 Gk al Apr+l ”2°"* “| 
则 称 yg 是 一 个 长 为 & 的 轮换 , 简称 为 & 轮换 (k-cycle), 记 作 gp = (alaz…as)， 
(aiaz…eaxr) 称 为 9 的 轮换 表示 式 , 显 然 , (aiaz…ar) 和 (axaiaz…eat-i) 表示 的 
是 同一 个 轮换 .任何 兽 换 都 可 以 表示 成 不 相交 的 轮换 之 积 , 且 这 种 表示 方法 除了 
诸 轮换 的 次 序 外 是 惟一 的 .例如 ,置换 
12345678 
2564873 1 
9 写成 1 个 长 为 1.1 个 长 为 3.1 个 长 为 4 的 轮换 之 积 ,我 们 称 它 为 二 3 4' 型 的 莘 
换 . 一 般 地 ,车 yp 有 5 个 长 为 i 的 轮换 因子 (1 志 i 世 ), 则 称 p 是 1%2%.…n% 型 


p= = (1258)(367)(4), 
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的 置换 ,对 于 6，= 0 的 那些 因子 (此 即 长 为 i 的 因子 不 存在 ), 则 不 必 写 出 , 称 
《51,5 有 ,) 为 置换 p 的 轮换 型 号 (cycle type). 由 定义 易 知 和 + 253 + … 十 
5，= n, 而 移 换 9 的 轮换 分 解 式 中 的 轮换 个 数 则 为 5， + 52 + … + 5 个， 

定理 10.1.1 设 A = ai,az,…;an1, 则 对 称 类 Sh 中 具有 型 号 (61,8;,…， 
5, ) 的 置换 个 数 为 

好 
《下 上 12 
证 明 。 12%…ns 型 置换 的 轮换 形式 为 
一 
Po 9 (x > x) 
其 中 已 + 26; 十 十 m6 = ;把 i,…,a, 的 任 一 全 排列 依次 填 入 该 框架 中 ,就 
得 到 了 一 个 152%…n 型 舞 换 ,车 把 全 部 n! 个 al,…, a, 的 全 排列 填 人 该 框架 
中 , 则 相应 地 得 到 zi 个 也 252… 型 置换 .但 显然 ,这 nn! 个 1%2%…n% 型 置换 
中 有 许多 是 重复 的 , 即 有 许多 表示 的 是 同一 个 同 换 , 其 原因 有 两 个 : 

(1) 同一 长 为 上 的 轮换 因子 可 以 写成 种 形式 :(aiaz…akr) = (azai…aial) 
=… = (aai…at-i) 而 它们 在 全 排列 中 却 是 不 同 的 全 排列 .长 为 上 的 轮换 因子 
有 瑟 个 , 故 应 除 以 知人 1 和 天 扫 7 

(2) 互 不 相交 的 玉 个 长 为 的 轮换 因子 可 以 交换 次 序 , 这 种 交换 次 序 的 方式 
共有 六 ! 个 ,而 它们 在 排列 中 也 对 应 着 不 同 的 全 排列 , 故 应 除 以 Bb!. 

综 上 所 述 ,12522…m 型 置换 的 个 数 为 


ni 0 
(B11 bl) C2) 


设置 换 p 的 轮换 型 号 为 (61(g),62(g),…,b,(gp)),S 县 x 元 集 A 上 的 一 个 
暂 换 群 , 称 个 变量 z,, ra,…,z 的 多 项 式 


Ps(x1,™, T,) 二 TS 
为 置换 群 S 的 轮换 指标 {eycle index) .车 记 cs(51,…,6) 为 S 中 型 导 为 (61,…， 
5,) 的 置换 的 个 数 , 易 知 Ps (zx,，…, 工 ,) 又 可 表示 为 


1 bs s 
Ps(z ea) = TS 

例 10.1.5 设 S= |el 仅 含有 单位 置换 , 则 e = (1)(2)…(n) 为 1" 型 , 故 

Ps(zr az) = 1. D 


例 10.1.6 设 S= 3,, 则 由 定理 10.1.1 知 
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1 nl b. 
P {x | 一 一 了 三 1 
! 31 0 (bb, Me ) 1 


定理 10.1.2 设 S = 5o,, 则 
Ps (zi, mn 三 I Sy(d)rs, 


其 中 g(xm) 为 小 于 mx, 且 与 m 互 素 的 正 整 数 的 数目 , 即 为 Euler 函数 . 
证 明 S=6o,= fc 后 oo = 2|, 其 中 o = (123.…%), 敬 由 定义 
知 


1 b. (9) & (ep) 
Pelz1, ,7,) 一 pp 1*?. i PF 


Fe, 
1 dt) be) 
二 Yr ek 。 《10.1.1 
| 


对 1 入 & 所 4, 分 三 种 情形 讨论 . 
(1) 车 上 与 二 互 素 , 则 显然 仍然 是 一 个 n 轮换 ; 


(2) 车 1 x, 即 是 上 的 倍数 , 则 + 是 个 长 为 如 的 轮换 之 积 ; 
(3) 若 上 既 不 与 4 互 素 , 也 不 是 ”的 因子 . 设 /为 n 与 & 的 最 大 公约 数 , 则 显 
然 有 才 1,&, 且 和 与 于 互 素 . 由 4 1n 及 (2) 知 ,o: 为 ! 个 长 为 了 的 轮换 之 积 ,而 


对 每 个 长 为 对 的 轮换 因子 5, 由 生 与 ## 互 察 及 (1) 知 , (4)* 仍 为 一 个 长 是 下 的 
轮换 因子 ,从 而 (ei)*# 仍 为 / 个 长 是 了 的 轮换 之 积 ， 
综合 以 上 三 种 情况 , 我 们 有 . 
ky 1, i= nfli; 

blo ) = 网 i nit. 

其 中 1 为 与 的 最 大 公 因 子 .将 68.(o*) 代入 式 (10.1.1), 得 
P。 (zy ) = re) 

其 中 r( 表示 满足 条 件 1 所 上 志 n, 且 上 与 n 的 最 大 公 因 子 为 ! 的 & 的 数目 ,也 
即 为 满足 与 于 互 素 的 小 于 4 的 正 整 数 的 数目 , 故 (1) = pg( 子 ), 于 是 P, (xz， 


ti) = p(n) 0 


tn 


定理 10.1.3 设 $= Dp,, 则 有 
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Ps (Ti, 1) + 二 ziz 呈 ， n 为 奇数 ; 


Po (zi 三 1 1 2 
zsP, 《zi 十 4 + TL AX 2 ),n 为 偶数 . 
证 明 DD, = fo,e,,0 ,Tro To" | 其 中 a = (2 nn),r = 
{1 ny {2n 一 1)…, 记 tT, 一 | rr， Ti, """, rca"!|, 则 有 


1 二 《的 | 和 b 
Po 《zy ) = Tpi( 2 WR 9?) 十 下 
中 PE。 ?ET 


1 1 
= 方 Po (Ti) + 3a (10.1.2) 


对 任意 p € rm 不妨 设 p = mi(0 才 i 过 nn 一 1), 则 
oo) = i+ji(mod n), 
gO) = wi(j) = (i -i (mod n). 
于 是 gr(j) = i 一 (i 一 站) = j(mod n), 即 yg’ 为 单位 置换 , 故 g 的 轮换 分 解 式 是 
若干 个 1 轮换 与 若干 个 2 轮换 的 冬 积 . 设 其 中 的 1 轮换 个 数 为 5b;, 则 2 辊 换 的 个 数 


为 十 (n - 6.), 于 是 式 (10.1.2) 中 右 端 第 二 项 可 表示 为 


去 可 = 2 Dr 《10.1.3) 
PE i=l 


又 是 置换 gp = ro'(0 所 i 所 rn 一 1) 的 1 轮换 的 个 数 , 即 它 是 如 下 方程 的 解 
j(0 志 7 所 nn) 的 个 数 
p07) = i -7 = (mod n), 
亦 即 关于 了 的 方程 解 的 个 数 
2; = i(mod n). 《10.1.4) 
当 ?2 为 奇数 时 ,2 与 = 互 素 , 故 对 任意 ;0 委 :所 z -1), 方 程 (10.1.4) 有 惟 
一 解 ,此 时 加 = bi = … = 6 = 1, 代 入 式 (10.1.3) 得 


PY 二 ni 
当 为 偶数 时 , 则 方程 (10.1.4) 在 i 为 奇数 时 无 解 , 当 ;为 偶数 时 有 两 个 解 ， 
j = 寺 和 j = 广 + 到 ,故此 时 有 
人 i 为 麻 数 ; 
' ”12， i 为 偶数 . 
代入 式 (10.1.3), 此 时 
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去 -1 
2 


n-l 
1 btn) b Cpy 1 b 
一 一 Tl ? Rr ?7 ~ 过 1 
yp ! 1 37 27 1 


三 元 (三 "Il 2 x32) 
in- La 
= 于 (ziz + ) 
综 上 所 述 结论 得 证 . 0 


例 10.1.7 在 空 和 何 中 取 定 一 立方 体 , 其 顶点 标号 分 别 为 1,2,…,8, 如 图 
10.1.5 所 示 , 称 为 定 体 . 再 设想 另 一 个 与 之 完全 重合 且 预 点 标号 完全 相同 的 立方 
体 , 称 之 为 动 体 . 现 使 动 体 围绕 其 中 心 运动 , 并 最 终 仍 与 定 体重 合 , 则 每 一 种 运动 
完全 确定 了 顶点 集 上 的 一 个 置换 2: 若 动 体 上 的 项 点: 经 运动 后 与 定 体 上 的 项 
点 j 重合 , 则 令 p(i) = j. 求 立方 体 的 空间 旋转 在 其 顶点 集 上 产生 的 置换 群 及 其 
轮换 指标 ， 


图 10.1.5 ”立方体 的 旋转 在 其 顶点 集 上 产生 的 置换 群 

解 ”使 动 体 与 定 体 重合 的 运动 有 以 下 四 种 . 

(1) 静止 不 动 .确定 的 置换 就 是 顶点 集 $S, 上 的 单位 置换 e. 

(2) 以 相对 二 面 的 中 心 连 线 为 轴 的 旋转 , 立方 体 共 有 3 个 这 样 的 对 称 轴 . 且 
对 每 一 个 辅 , 立方 体 可 以 转 9 ,180" ,270" ,共有 9 个 旋转 .如 图 10.1.5 中 , 以 上 下 
两 面 中 心 连 线 AB 为 轴 旋 转 90" ,180" ,270" 确定 的 曾 换 分 别 是 (1234)(5678)， 
(1 3)(2 4)(5 7)(68),(1432)(5876), 于 是 ,9 个 旋转 共 确 定 了 6 个 平 型 置换 
和 3 个 2 型 置换 . 

(3) 以 相对 二 校 的 中 点 连 线 为 轴 的 旋转 , 有 6 个 这 样 的 对 称 轴 . 对 每 一 个 轴 
立方 体 应 旋转 180" .如 图 10.1.5 中 ,以 CD 畏 旋 转 180" 确定 的 置换 是 (1 5)(3 7)(2 
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8)(4 6), 于 是 ,56 个 旋转 共 确 定 了 6 个 2 型 置换 . 

(4) 以 相对 二 顶点 的 连 线 为 轴 的 旋转 , 有 4 个 这 祥 的 对 称 轴 , 对 每 一 个 轴 立 
方 体 应 旋转 120 或 240 .如 国 10.1.5 中 ,以 EF 为 轴 旋 转 120" ,240 确定 的 置换 分 
别 是 (1 3 8)(2 7 5), (1 8 3)(2 57), 于 是 ,8 个 旋转 共 确定 了 8 个 工 3? 型 敬 换 . 

综 上 所 述 ,立方 体 的 空间 旋转 共 确 定 了 1+9+6+8=24 个 置换 ,这 24 个 署 
换 确 实 构成 了 一 个 置换 群 , 称 之 为 立方 体 的 旋转 群 , 记 作 Sm .其 轮换 指标 为 


Ps， (zx1, XT2, ,Ts ) 一 十 6z4 十 372 + 6z2 + 8xzixr3) 


埃 (本 + Dri + 622 十 rr:). 口 


例 10.1.8 例 10.1. 7 中 立方 体 的 24 个 空间 施 转 也 确定 了 在 其 6 个 面 的 集合 
上 的 24 个 置换 ,它们 也 构成 群 , 求 该 置换 群 及 其 轮换 指标 . 

解 ”用 上 .下 ,前 .后 . 左 . 右 来 标记 立方 体 的 6 个 面 , 如 图 10,1.6 所 示 . 下 面 
求 立 方 体 的 旋转 在 面 集 上 确定 的 置换 . 

(1) 静止 不 动 .确定 的 置换 是 面 集 上 的 单位 置换 。. 

(2) 以 相对 二 面 的 中 心 连 线 为 轴 的 旋转 , 共有 5 个 这 样 的 旋转 .如 图 10.1.6 
中 , 以 上 下 两 面 中 心 连 线 4B 为 轴 旋 转 90" ,180" ,270" 确定 的 置换 分 别 是 (左前 右 
后 ) (左右 )( 前 后 },( 左 后 右前 ), 于 是 ,9 个 旋转 共 确 定 了 6 个 234 型 置换 和 3 个 
12 型 属 换 ， 

(3) 以 相对 二 棱 的 中 点 连 线 为 轴 的 旋转 , 共 6 个 这 样 的 旋转 .如 图 10,1.6 中 ， 
以 CD 轴 旋 转 180" 确定 的 置换 是 (上 下 )( 前 左 }( 右 后 ), 于 是 ,6 个 旋转 共 确 定 了 6 
个 2 型 置换 

{4) 以 相对 二 顶点 的 连 线 为 轴 的 旋转 , 共 8 个 这 样 的 旋转 ,如 图 10,1.6 中 ,以 
EF 为 轴 旋 转 120",240" 确定 的 置换 分 别 是 (上 后 左 )( 前 右 下 )、{ 上 左 后 )( 前 下 
右 ), 于 是 ,8 个 旋转 共 确 定 了 8 个 了 型 置换 . 

记 Sg 为 上 述 24 个 旋转 在 面 集 上 产生 的 管 换 群 , 则 其 轮换 指标 为 


Ps 《ziy rz 6) = 2 十 6zi7s 十 3zr3z3 十 6z3 + 8z3) 。 


吕 
同样 , 立方 体 的 空间 旋转 在 其 枝 集 上 也 产生 一 个 置换 群 Sa, 用 类 似 的 方法 
可 求 得 其 轮换 指标 为 


Ps, (xi, zz yz) = le + Gr? + 3z9 + 6zizs + Brt). 


轮换 指标 是 本 章 一 个 很 重要 的 概念 ,Palya 计数 定理 就 是 遂 过 置换 群 的 轮换 
站 标 给 出 的 . 
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图 10.1.6 ”立方体 的 旋转 在 其 面 集 上 产生 的 轩 换 群 


10.2 ” 同 构 图 的 计数 


有 了 群 论 的 基本 知识 后 , 我 们 介绍 如 何 计算 与 给 定 图 G 同 构 的 图 的 数目 ， 
即 考虑 给 一 个 无 标号 图 G 的 顶点 标号 , 可 以 得 到 多 少 个 不 同 的 标号 图 . 先 看 如 
图 10.2.1 所 示 的 16 个 4 阶 标号 树 , 其 中 12 个 图 与 链 P, 同 构 ,4 个 与 Ki 同 构 ， 
容易 知道 | P(P,) 1= 2, | TT(KL3) | = 6. 因 为 这 里 是 4 阶 树 , 故 有 12 = 4!/2 = 
4111P(P) 1 和 4 = 4 1 TT(Pis) 1, 由 此 可 见 ,与 图 局 向 构 的 图 的 数目 似乎 与 
G 的 自 同 构 群 P(G) 的 阶 数 有 关 . 

设 名 为 全 体 n 阶 标号 图 构成 的 集合 . 设 其 顶点 集 为 Y = 11,2,…,n|,S, 是 
VY 土 的 对 称 群 ,对 任意 的 CE 多, gp € 5S, ,用 置换 yp 作用 在 图 G 的 顶点 集 上 .而 保 
持 G 的 边 不 动 , 这样 , 置换 y 就 把 G 变 成 了 另外 一 个 图 G  € 9, 即 VG’) = 也 
而 ECG) = jpg(D),g0)) | (Gi,7) € E(G), Yi,j EE Vi. 显然 ,这 样 得 到 的 避 ” 
与 G 同 构 . 

例如 对 图 10.2.2 中 G = Ps, 取 gp = oa = (1234), 则 在 g 作 用 下 G 变 成 了 
G' ,显然 GG 关 G, 但 它们 是 同 构 的 . 

对 称 群 5S, 是 作用 在 顶点 集 V 上 的 ,现在 ,我 们 定义 群 5, 对 集合 多 的 作用 .对 
任意 GE gp EE€ 5,, 定 义 gG = GG' 定义 如 前 所 述 ), 它 满足 如 下 两 个 条 件 

(1) eG = G(e 为 单位 置换 ); 
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四 po 负 | 态 , 
~ 人 人 NN 
mn vw 久 a 
XX 


Le | 月 


| 


7 


图 10.2.1 全体 4 阶 标号 树 


A - 

| | l 
,三 

总 

总 

下 a 

二 

| 


图 吉 .2.2 ”置换 pp = (1234) 对 人 GG 的 作用 


(2) (p192)G = pp2G) YY pi, 91 E 5,G EY. 

一 般 地 , 设 S 和 瑟 分 别 为 有 限 群 和 有 限 集 , 若 对 任意 的 2 ES 和 x E 义 , 有 
中 的 一 个 元 素 与 之 对 应 , 记 作 gxr, 且 此 对 应 关系 满足 ， 

(1) er = zx, Yx EX,e 为 S$ 的 单位 元 ; 

{2) (pp xz = g(r), Y pp ES,TEX. 
则 称 群 5S 作用 在 集 台 X 上 , 记 作 (S,X), 又 称 X 为 群 S 作用 下 的 目标 集 . 

车 S 本 身 就 是 XX 上 的 置换 群 , 则 定义 qr = yp(z), 于 是 ,置换 群 是 一 种 特殊 
的 群 对 集合 作用 ,图 集 3 作为 对 称 群 S, 作用 下 的 目标 集 , 也 是 一 种 群 对 集合 的 
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作用 , 记 作 (.S,, 乡 ). 


在 群 作用 (S,X) 下 ,和 中 元 素 z 和 y 称 为 是 “S 等 价 ” 的 , 记 作 x 3), 如 果 存 
在 pES, 使 y= 红 - 显 然 这 种 "3 等 价 ”关系 也 是 多 上 的 一 个 等 价 关系 ,集合 多 
在 S 等 价 关 系 之 下 的 等 价 类 称 为 是 群 作用 (S,X) 的 轨道 {orbit), 简称 S 轨道, 轨 
道中 元 素 的 个 数 称 为 轨道 的 长 度 . 元 素 z 所 在 的 S 轨道 记 作 0(z), 即 9(z) = [7 
1 3p ES, gr = y|. 对 任意 xz EX, 邻 S,= 1pESIor = 即 S. 为 S 中 使 
保持 不 动 的 元 素 之 集合 . 易 知 S. 为 S 的 子 群 , 称 之 为 > 的 稳定 子 群 (stabilizer》. 

对 群 作用 (S, ,9), 没 GEY 则 0G) = 16 1939€5, 使 gG = G1, 即 为 
也 中 与 G 隔 构 的 图 的 集合 ,而 S6 = fp E€ 5,1 ypG = GI. 由 例 10.1.3 知 5S6 = 
PCG), 邯 G 的 稳定 子 群 S 就 是 G 的 自 同 构 群 . 

下 面 我 们 来 证 明 1 0(G) | = TFT 

定理 10.2.1 设 (S,X) 为 一 个 群 作用 , 则 有 

1S1=10(z)115S. 1 YzxGE 

证 明 Yr EX, 设 907r) = rr | 98{x) 1= 由 0z) 的 定义 
知 ,对 任意 x; € 8(z), 必 存在 相应 的 g, € 5 使 得 p(x) = (Yi GE 11,2,…， 
1). 

令 gS = pp19ES S(tYiE 11,2,.…,1)), 易 证 y,S, 满足 如 下 二 
条 : 

(1) 1 pS. 1=1S, 1 (¢9,9 ES p99 pp ); 

(2) pS NN p35, = OY END: 

(3) pS UY p23. UU gS, EG 5. 

接 下 来 , 我们 证明 S pS$, U gq;5, U … U gS,. 

YpES, 设 gx = yE€ 0X,y 与 x 等 价 ,y € 0(r), 不 妨 设 y = x, 由 于 

(gp pr = py = pr = 7, 

所 以 gg & 5S,, 进 而 yp € wpS.. 由 pp 的 任意 性 , 即 证 SS 到 pS, U gy5,U…U 
Pr, 

综 上 所 述 ,S = giS. U gzS, U … U gS;, 从 而 有 


I Si1=| pS, 1+| gzS, 1+ +| gS, | 
=|S, 1+| S. 1+ +| SS, | 
=| 0(r)1'| 9,1. 口 
推论 10.2.2 ” 设 G 为 ， 阶 图 , 则 与 G 同 构 的 图 有 一 2 个. 


| (GY) 1 
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推论 10.2.3 顶点 标号 的 n 阶 完全 图 K, 中 不 同 的 Hamilton 疾 有 地 (一 1)! 
个 ， 

证 明 《车 去 掉 顶 点 标号 , 则 玉 中 的 Hamilton 圈 C, 只 有 1 个 .于 是 , 顶点 标 
号 的 KK, 中 不 同 的 Hamilton 为 可 人 人 由 例 10.1.4 知 

_ 

例 10.2.1 求 与 K,， 同 构 的 图 的 个 数 ， 

解 ” 易 知 T(K,,) = S,, Ki, 如 图 10.2.3 所 示 , 于 是 与 KK,, 同 枸 的 图 的 个 
数 为 : n+ DL = C+ 1 二 +1 上 即 | O00K.)1= x+1. 当 mn = 3 时 ， 


| 9, | n! 

1 0(Ki3) | = 4， 0 

ml 

: . 4 3 
图 10.2.3 天 。 

下 风 它 们 的 稳定 子 群 必 有 

| 总 | 
相同 的 阶 数 , 且 1 $, 1=19, 1= TtayT = ey 因此 , 有 如 下 著名 的 

Bumside 引 理 . 


定理 10.2.4 设 (S,X) 为 一 个 群 作 用 , 则 S 等 价 类 的 个 数 为 


N= T8122e(?), 


其 中 ci(g) 为 在 g 作用 下 保持 不 变 的 元 素 的 个 数 . 
证 明 设 全 体 S 等 价 类 为 0.,9,,…, 89%, 则 及 三 Bl U 0, UU 机 U Oy 及 用 


门 9 = OG 天 让 ,由 定理 10.2.1 知 3 | S. 1= 全 = 1S 1, 于 是 


51s,|= vie) Ns, 
EX i=1 zE6 
从 而 
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= [1 Del?). 0 

设 w 是 定义 在 X 上 的 一 个 数值 函数 , 称 为 权 . 若 在 X 的 各 个 S 等 价 类 上 者 

取 相 同 数值 , 则 可 自然 地 定义 w 在 轨道 9, 上 的 值 为 其 在 6; 中 任 一 元 农 z< 上 的 什 ， 
妈 w(0.) = w(z)(YzrE 0;). 此 时 各 轨道 上 的 权 之 和 了 1w(6,) 可 由 定理 10.2. 


5 给 出 ,定理 10.2.5 又 称 为 " 带 权 形 式 的 Bumside 引 理 ”. 
定理 10.2.5 设 9,0,,…, 为 XX 上 的 全 部 S 等 价 类 , o 是 XX 上 的 权 抑 数 ， 
它 在 各 轨道 上 取 常 数 , 则 


m 
D0.) = TT 


证 明 
0 -DD 有 
-Fis 1+ w(x) = E29 
= 二 oz = 1) 0 


a 


10.3 ”Pelya 计数 定理 
在 群 作 用 (S, ,9 下 ,由 Bumside 引 理 知 省 上 的 S, 等 价 类 个 数 为 


此 N 即 为 全 体 n 阶 简单 图 (无 标号 ) 的 数目 ,因此 从 理论 上 来 讲 , 由 Bumside 引 理 
即 可 求 出 此 N, 但 在 实际 操作 上 却 是 不 可 行 的 , 因为 对 任意 的 a, 我们 要 计算 的 
是 n! 个 置换 gp 所 对 应 的 ci( gp), 工 作 最 之 大 是 可 想 而 知 的 ,例如 当 nn = 8 时 ,要 
计算 的 ci(9) 竟 达 到 4 万 多 (40320 个 ), 而 且 求 每 个 cj(g) 也 非 易 事 , 正 内 为 如 
此 ,Bumside 引 理 自 1911 年 提出 来 以 后 并 没有 得 到 广泛 的 应 用 , 1937 年 , P6lya 对 
此 引 理 作 了 重大 改进 ,形成 P6lya 计数 定理 .P6lya 计数 定理 则 成 为 了 组 合 数学 中 
一 个 十 分 有 力 的 计数 工具 .许多 计数 问题 最 终 都 可 以 妇 纳 为 求 在 群 作用 下 的 轨 
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道 的 数目 , 这些 轨 道 还 常常 可 以 指定 有 一 个 权 ,P6lya 给 出 了 按照 它们 的 权 来 计 
数 轨道 个 数 的 方法 . 
设 马 和 RR 都 为 有 限 集 ,也 为 定义 域 , R 为 值 域 , 记 R 卫 = if1f:D 一 Ri 为 由 
D 到 R 的 全 体 映 射 构成 的 集 人 台 , R? 中 有 1 R 1 个 映射 . 
设 S 是 有 限 集 D 上 的 置换 群 , 对 任意 的 了 E R? 及 gp ES, 由 了 与 p 确 定 了 一 
个 从 也 到 RR 的 映射 1 ,对 任意 d € D, 有 
f'(d)= f(p(d)). 
车 定义 竹 挽 君 S 对 集合 R? 的 作用 为 
gf=f', YIER, ypES, 
则 显然 有 ， 
(er=y eflad) = fle(td)) = fl(d), Yd €D; 
(2) (pgp)f = p(y ,VY yp ESE 到. 
证 明 (2) (gp KG = fl((p9 Yad) = fp pd)) 
= pf(lpd)) = PP))， 口 
因此 , 群 S 作用 在 集合 R 上 , 记 作 (S,R?). 和 集合 R? 中 的 映射 在 群 S 作用 下 
被 分 成 了 各 个 不 同 的 S 等 价 类 ,通常 我 们 把 处 于 同一 S 等 价 类 中 的 映射 看 成 是 
相同 的 . 
例如 要 构造 一 个 有 4 颗 珠 子 串 成 的 项 链 ,珠子 有 红颜 色 和 蓝 颜 色 两 种 , 问 共 
有 多 少 种 不 同 的 项 链 . 当然, 两 个 串 好 的 项 链 , 如 果 经 过 翻转 后 一 模 一 样 , 则 它们 
就 是 相同 的 了 .如 果 把 第 1 颗 珠 子 和 第 3 颗 珠 子 串 成 红颜 色 的 ,而 第 2 里 珠子 和 
第 4 颗 珠 子 串 成 蓝 色 的 项 链 ,与 把 第 1 显 珠 子 和 第 3 颗 珠子 串 成 蓝 色 , 而 把 第 2 里 
珠子 和 第 4 显 珠 子 串 或 红色 的 项 链 就 是 相同 的 .由 此 可 见 ,不 同 的 构造 方法 , 却 
可 能 得 到 相同 的 项 链 , 我 们 设 定义 域 DD 为 放 珠 子 的 4 个 位 置 集 ,而 RR = | 红色 球 
子 , 蓝 色 珠子 | 为 值 域 ,对 任意 的 f€ 本, 扩 对 应 了 一 种 构造 项 链 的 方法 , 即 对 每 
个 位 置 都 指定 了 一 种 颜色 的 珠子 .此 时 , D 上 的 置换 群 应 为 二 面体 群 D4, 相应 的 
群 作用 为 (Ds, R?), R? 上 的 全 部 D, 等 价 类 的 个 数 即 为 不 同 项 链 的 数目 . 
在 RR 上 定义 一 个 权 函 数 w, 并 且 对 每 一 个 了 E R? 也 相应 地 指定 一 个 权 
WW( 力 , 它 的 定义 如 下 
wi = Tea)) (10.3.1) 
若 厂 与 f 是 5 等 价 的 , 即 存在 pE 5, 使 = qf, 则 有 


Wwf) = [otha)) = [ol f(a)) 
deED dED 
= Iedi(9(a))) = Todfi(d)) = WO), 
dED HED 
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可 见 处 于 同一 个 (S, R?) 轨道 中 的 映射 具有 相同 的 权 , 所 以 每 一 轨道 的 权 可 以 
定义 为 其 中 任何 一 个 映射 的 权 ， 

定理 10.3.1(Palya, 1937) ” 设 和 ,9,,…, 的 为 R? 上 全 部 S 等 价 类 ,w 是 R 上 
的 权 函 数 ,W 为 R 上 的 由 式 (10.3.1) 所 定义 的 权 函 数 , 则 有 


PW(0.) = Ps{ Bao), D7), Bo (7)), 
其 中 Ps (x zz,…, xz, ) 为 置换 群 S 在 D 上 的 轮换 指标 . 
证 明 由 带 权 形 式 的 人 10.2.5) 知 


Pwo) = = 于 DEW. (10.3.2) 
任 取 S$ 中 一 置换 gp, 若 fE€ R?, 使 f= gf 则 f= gf= gf =…, 对 gp 的 任 
一 轮换 因子 (did，…d,) 有 
fld) = f(y(d)) = 大 ad) 
= f(gp(d)) = fad,) 
= … = f(di), 
此 即 了 在 9 的 每 个 轮换 因子 所 含 的 元 素 上 取 相 同 的 值 . 设 p 为 142%…n* 型 置 
换 , 则 易 见 
机 (六 = of wr)) 2 wr" (Cr))™. (10.3.3) 
pb 
由 轮换 指标 定义 Ps (zx,…, x,)》= 1 二 Dp .7 及 式 (10.3.2) 和 式 


(10.3.3) 得 
NN 
1 
P21 WOO) = TSTA2 
} "9 1) . ar 
=- 71 De") ee (B00)) 


= Pl (De), De) 本 ( 3700))). 0 
推论 10.3.2 ” 设 $S 为 D 上 置换 群 ,0,,0,,…, 为 群 作用 (S, R?) 上 的 全 部 
轨道 , 则 
N= PIRI,ITRiI,.…,1RI1). 
证 明 ”对 任意 x ERR, 定义 权 wfr) = 1, 则 
WN) = 0)) = 1, YE RPR 


于 是 多 (0) = 1,i = 12,…,N. 由 Polya 定理 有 
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N= DW(0.) 
= Ps{ S47) Ds 7) De C7) 
= PAIRI,IR|I,…, |R|)., 0 


推论 10.3.2 给 出 了 群 作用 (S, R”) 上 的 等 价 类 的 个 数 , 例如 对 前 面 提 到 的 
用 红 、 蓝 两 色 珠子 构造 有 4 颗 珠 子 的 项 链 , 则 不 同 项 链 的 数目 为 
Po {IRI,IRI,IRI,IR1). 


Po, (ris T2r Xs Ts) = LTP, (zi zy, zx, 4) + I + 2172) 


2 
= 二 od) +) 
= 圭 (zt + 2zrlra + 3zz + 274). 

从 而 

N= Po (lIRI,IRI, IRI,|RI)= Po(2,2,2,2) 
= +2 +3.2+2)=6. 

即 用 红 、 蓝 两 色 珠子 串 成 的 有 4 颈 珠 子 的 项 链 共有 6 个 ,如 图 10.3.1 所 示 . 若 用 三 
种 闫 色 的 珠子 串 成 有 4 颗 珠 子 的 项 链 , 则 不 同 的 项 链 数 为 Po,(3,3,3,3) = 二 (3 
+2. +3 人 +2:3) = 21, 一 般 地 , 若 用 -种 颜色 的 珠子 构造 有 4 颗 珠 子 的 项 
链 , 则 可 以 得 到 Po (r,ryr,r) = 二 (7* + 2r + 3r2 + 2r) 个 不 同 的 项 链 . 更 一 般 
地 , 若 用 种 颜色 的 珠子 构造 有 "” 颖 珠子 的 项 链 , 则 不 同 项 链 的 个 数 为 Po (r,r， 


…,) .但 不 能 用 推论 10.3.2 求 规定 了 某 种 颜色 珠子 的 个 数 的 项 链 数 , 如 用 红 、 
蓝 两 色 珠子 构造 有 4 颗 珠 子 的 项 链 , 要 求 其 中 有 2 颗 珠子 是 红 的 , 另外 2 晒 是 蓝 
的 ,这 样 的 项 链 的 数目 无 法 由 推论 10.3.2 求 得 .由 图 10,3.1 易 见 ,这 样 的 项 链 有 
2 个 ,实际 上 , 这 样 的 项 链 数 可 以 由 定理 10,3.1 求 得 . 

例 10.3.1 用 红 , 绿 , 蓝 三 种 颜色 的 珠子 串 成 有 6 晒 珠 子 的 项 链 , 问 其 中 有 2 
显 红 色 珠 子 ,2 颗 绿色 珠子 的 项 链 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 DD = 11,2,3,4,5,6| 为 项 链 上 六 个 位 置 集合 ,RR = | 红 , 绿 , 蓝 | 为 三 
种 颜色 的 珠子 的 集合 ,此 时 的 置换 群 为 pe, 于 是 其 轮换 指标 为 


Po, (x1 Ta 3, Ta4s Xs, Te) 


1 
= 方 Pu (Ti mayrayzayTsyz6) + F(T + XLT2) 


图 10.3.1 红 、 蓝 两 色 珠 子 串 成 的 有 4 显 珠 子 的 6 个 项 链 
= oad) +t + x) 
dls 
= 巧 (zx + dr + Br 十 2z3 + ze). 
给 RR 中 元 泰 赋 权 为 w( 红 ) = x,w( 绿 } = yw( 蓝 ) = 1. 任 取 fE R? ,车 f 把 
DD 中 ?个 位 置 映 射 到 红 , zm 个 位 发 映 射 到 绿 , 则 W(f) = A FD) = zy ,于 


是 了 所 在 的 轨道 的 权 为 rz"y ,从 而 求 有 个 红 珠 xm 个 绿 珠 的 项 链 数 目 即 为 求 权 
是 x"y" 的 轨道 的 个 数 .由 定理 10.3.1 知 | 


BZ = Po ( 0 Ze (Cr S27) 


= Po (1l+z+y1tr ty ,1+x +y) 


一 十 [Cl txt+yE tHAl+r + y+HAl+r+y (+r + 


+201+t+a + +(l+x + y)]. 


其 中 zy 项 的 系数 为 


(+ 3: [2+ (= 
即 有 2 颗 红 珠 .2 颗 绿 珠 的 项 链 共有 11 个 ,这 11 个 项 链 如 图 10.3.2 所 示 . 口 
例 10.3.2 ”将 正三 角形 的 3 个 顶点 用 红 、 蓝 ,. 绿 3 种 颜色 进行 染色 ( 相 邻 顶点 
可 以 染 相 同 颜色 ) . 问 有 多 少 种 不 同 的 方案 ?如 时 
(1) 经 旋转 能 重合 的 方案 认为 是 相同 的 ; 
(2) 经 旋转 和 翻转 后 能 重合 的 方案 认为 是 相同 的 ， 
解 《1) 设 D = 11,2,31 为 三 角形 3 个 质点 ,R = | 红色 , 蓝 色 , 绿色 |,P 上 
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UTC 
UTC 


U CU IC 


图 10.3.2 有 2 颗 红 珠 ,2 颈 绿 珠 的 项 链 


的 署 换 群 S 为 
S 一 to， 《123)， 《1327) | ， 


转换 指标 Ps(zi,zzsz) = 二 (zi + 2z)), 于 是 不 同 的 等 价 类 个 数 为 


Ps(3,3,3) = 3 +2.3)=3+2=11. 


(2) DP 上 的 置换 群 S 应 为 
S = Ds = lc (123), (132), (23), (13), (12)1, 


轮换 指标 为 Pslrir X21 I3) = 二 (可 + 37x172 + 273). 
此 时 不 同等 价 类 个 数 为 
Ps(3,3,3) = (3 +3.3.3+2.3) 


= (P+3+2) = 条 +1= 10， 0 


例 10.3.3 用 7 种 颜色 给 立方 体 的 八 个 顶点 染色 , 试 疝 有 多 少 种 不 同 的 方 
案 ? 
解 ”由 例 10.1.7 知 , Ps {7x1 2 8) 一 1 x 十 9x2 十 Gr: 十 gzrtz) .于 
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是 不 同 的 染色 方案 数 N = Ps mr， 二 nr +9:7r+6r + 8r) = 


去 ( 8 + 17r + 672)., 


特别 地 ,车 用 2 种 颜色 染 立方 体 的 项 点 , 则 不 同 的 染色 方案 有 各 (2 + 17 2 


+ 6. 2) = 23 种 . 若 用 3 种 颜色 梨 , 则 有 四 (3 + 17 3 +6.3) = 333 种 ， 


0D 

用 Palya 定 理解 计数 问题 的 关键 有 两 个 方面 , 首先 要 以 明确 的 数学 方式 区 分 

所 要 进行 计数 的 对 象 中 哪些 应 视 为 等 同 的 , 哪些 应 视 为 不 同 的 .也 就 是 要 在 对 象 

集合 上 明确 定义 一 种 置换 群 ,使 得 进行 计数 的 对 象 不 是 集合 中 的 元 素 , 而 是 元 素 

在 该 署 换 群 作用 下 的 等 价 类 .然后 再 确定 置换 群 的 轮换 指标 , 利用 Polya 定理 得 
到 计数 问题 的 解 . 


10.4 ”图 的 计数 


这 一 节 将 介绍 如 何 利用 Pélya 定理 得 到 有 阶 图 的 计数 多 项 式 . 记 guw 为 有 az 
个 顶点 ,wm 条 边 的 简单 无 标号 图 的 数目 , 则 称 


pl 
Su (T) = 之 Bo ， 
为 二 阶 图 的 计数 多 项 式 . 求 计数 多 项 式 的 关键 在 于 gm， 
如 也 2,3 阶 图 的 计数 多 项 起 分 别 为 
gz) = 1, 
gr)=1+z, 
gtx) = 1 十 工 十 十 区 . 
设 V= 11,2,…, ni| 为 顶点 集 , 考虑 用 红 、 蓝 两 种 颜色 给 n 阶 完全 图 KK, 的 边 
和 任意 染色 . 若 某 边 被 染 成 红色 , 则 认为 该 边 存 在 , 若 染 成 蓝 色 , 则 认为 它 不 存在 ， 
这 和 样 , KK, 的 一 种 边 染 色 就 对 应 了 一 -个 阶 简单 标号 图 . 设 R = | 红 , 蓝 上 DP = Vx 
V 为 边 集 , 则 R? 中 映射 与 阶 简单 标号 图 一 一 对 应 .问题 的 关键 在 于 如 何 确 定 
DD 上 的 置换 群 S, 使 得 在 群 作用 (S, R?) 下 ,f 与 广 必 于 同一 个 S 轨道, 等 价 于 相 
应 的 Gi 与 G, 同 构 . 设 5, 为 顶点 集 V 上 的 对 称 群 ,定义 相应 的 DD 上 的 置换 群 S2 
如 下 
SO = {9 lo (i,)) = (9(7), 90)), 9 € S,,(i,1) €E DD}. 
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即 对 5S, 中 的 每 一 个 置换 g, 在 S2 中 有 一 个 相应 的 置换 wo ,使 
Pp (i,7) = (9(i), pt)), Y (i,j) ED. 

引 理 10.4.1 将 说 明 S28 即 为 满足 要 求 的 D 上 的 置换 群 ,我 们 称 S 包 为 Dp .上 
的 对 群 . 

引 理 10.4.1 设 所 ,天 展 ,Gi 和 和 G, 分 别 为 上, 记 定义 的 图 , 则 5 与 属 
于 同一 个 S 久 轨道 , 等 价 于 G, 与 G; 同 构 . 

证 明 车 态 与 六 属于 同一 个 So 轨道 , 则 存在 一 个 go GE 5S 中, 使 = pi， 
即 

h(i) = pf (i,7) = f(y (i,7)) 
= f(t(p(i), p00)) (YE DD). 

于 是 存在 p E S,, 使 (i,;) € E(G;) 等 愉 于 (gpg(7), p(7)) € E(G), 此 即 G; 之 
G,, 

同 理 可 以 证 明 : 车 G; 兰 G,, 则 与 训 必 处 于 同一 个 SB 轨道 . 0 

接 下 来 ,我 们 给 尺 中 元 素 赋 权 , 令 w( 红 ) = zwo( 蓝 ) =1, 则 对 任意 FE R?， 
车 ff 把 DD 中 的 m 条 边 映射 到 红 , 相应 地 ,了 的 权 W(f) = ett) = 如 .于 是 ， 


了 所 在 的 Sw 轨道 的 权 亦 为 如 .反之 , 权 为 总 的 轨道 的 个 数 即 为 有 m 条 边 的 n 阶 
简单 图 无 标号 图 的 个 数 .这 样 , 我们 就 可 以 利用 Palya 计数 定理 求 出 n 阶 图 的 计 
数 多 项 式 ， 

定理 10.4.2” 设 SS 为 了 上 的 对 群 , 则 xz 阶 图 的 计数 多 项 式 为 


村 mn- 人 ) 


g(x) = Pm {1 + xil + x ,1+27 


证 明 设 9.,9,,…, 为 群 作用 (SP,R?) 上 的 全 部 轨道 , 则 由 Pelya 定理 


知 
wo) =P wm [ St) Se:(7), 2 Peo") 
一 7 reER rE 
汪 (+ lt + ri ), 
另 一 方面 ,由 g, (x) 的 定义 知 
8, (x) = 2 W(6.), 
从 而 有 gx) = Pen (1+z,1+ 2 rd) | 1 


例 10.4.1 用 定理 10.4.2 求 3 阶 图 的 计数 多 项 式 g,(z). 
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解 ” 设 V= 11,2,31,S;， = 1e,(123), (12),(132), (13), (23)1,D= VxV 
= 1(1,2), (1,3), (2,3).. 
设 el = (1,2),e; = (1,3),e; = (2,3), 则 D 上 的 对 群 S 名 如 表 10.4.1 所 示 : 
家 10.4-1 DD 上 的 置换 S, 及 对 内 S41 


(0 (uo) 
(er 0) (ea 
(0 ea) (6) 


于 是 
Pac (x1, Tr Xa) = 二 (zz + 2zy + Sr1x2 ) . 
由 定理 10.4,2 知 
Ba(z) = Ps (1l tx,1+x ,1+ 7’) 
= 二 (1+ zx) +201 + zx) + 3(1+ x)(1+ x )) 
=z+7r+7ri+l. 品 
显然 ,D 上 的 对 群 S9 中 有 1 S, 1 = zl 个 置换 ,D 中 有 { ?| = 冯 (n - 1 个 


元 素 . 因此 , 当 n 增加 时 , 很 难 用 例 10.4.1 中 的 方法 直接 求 g,(z)( 不 妨 试 求 
&i(z)). 求 g,(z) 的 关键 之 处 在 于 求 Pao { x，…, jy】. 在 这 里 ,我 们 直接 给 
出 下 面 的 结果 . 

定理 10.4.3 设 ! = 闻 n(n -1), 则 


了 Ps (ri, Xas ,TL) 三 ntl 


下 
[1 [1 L¥] 
n! i #41 pe ) Pi 
7 H(z )u Tx, ， [zx " 本 mt 
， k=i rE] =1 lr< sn-l “ 
MEAL 
al 


其 中 (r,s),d(r,s) 分 别 为 -与 ;的 最 小 公 倍数 ,最 小 公约 数 . 
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例 10.4.2 求 4 阶 图 的 计数 多 项 式 g,(z). 
解 ”由 定理 10.4.3 知 S42 的 轮换 指标 为 


Ps 《zz Xe) 


二 、 a) 和 区 jos I | 1 Re 


也 
让 427 4+ 4 i | 


1 , 让 I 
i 2 4 (zf (zx4) + ， 好 ， zl :) 4 | 全 “0 ) 
a I 1 
1 4! A i 
45 z| | wa 2) + 2 2. 


2 
证 “+ Ls! ' 
(10.4.1) 
而 对 称 群 S, 的 置换 型 为 ,2:2, 世 ,311!, 当 ,将 1 型 置换 代入 式 (10.4.1) 的 右 


端 , 即 j = 4,j, = j= j= 0, 得 到 二 rt 将 24 芋 ,22,311L ,和 型 置换 代入 式 
(10.4.1) 的 右 端 ， 则 分 别 得 到 帮 6r2z2， 4 32z3172， 二 8 ， i 67, 7,. 于 是 


Psw (zl， 32 T3s Tqs Ts T6) = 4 了 (2 + 9rizr? + 8Szy + 67274). 


再 由 定理 10.4.2 知 


gtr) = Pm (1 + T+ ,ll + ) 
9 


=- 帮 [Gl + ry TS9+zPL+22P + + +6(1 + 2 + x)] 
=1+zx+2r +3zr +2r +x + rr, 
gz) 的 展开 式 中 , x” 的 系数 即 为 有 zm 条 边 的 4 阶 简单 无 标号 图 的 数目 .了 即 
在 4 阶 简单 无 标号 图 中 ,有 0,1,2,3,4,5,6 条 边 的 图 的 个 数 分 别 为 1,1,2,3,2,1， 
1. 由 此 也 可 以 得 到 全 体 4 阶 简单 无 标号 图 的 个 数 为 1 +1+2+3+2+1+1 = 
11, 0 
例 10.4.3 求 5 阶 图 的 计数 多 项 式 g,(x). 


解 。” 对 称 群 5; 的 置换 型 为 1 ,2113,2211, 人 3121,4!1!,5!. 于 是 


Ps (ri ray X39 Tas Tss 6 X19 Tgs Tys Ti0) 


= 二 (zl + 10x1x? + 1S$rizxs + 20z37) + 20zrizezy + 307,7? + 247:). 
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gs(7) = Ht) + OL + 7 (+ 7 +15(1+ (1 + zy 


+2001+ (1 +t x)+20(1 + r)(l + xr) + x) 
+ 301 + zl + x +241 + x )) 
= +r +2r +4r +6r +6r +6r +dr +27r +x+l. 
从 而 ,$5 阶 简单 图 的 个 数 NN 为 
N = Pso (2,2,…,2) 


= 吉 (2? +10:2 +15.2 +20.2 


+20.2+30.2 +24:2) 
= 34. 
当然 也 有 N = g,(1) = 34. 0 


i 
6352417 672 1345 

(1) 把 pg 和 y, 表示 成 不 相交 的 轮换 之 积 ; 

(2) 计算 gig; 和 gy qi, 两 者 相等 吗 ? 

2, 计算 (123) (234) (5)(14) (23). 

3, 求 n 阶 和 链 P, 的 自 同 构 群 TCP,). 

4.{1) 求 正四 面体 的 旋转 ( 兄 题 图 10.1) 在 其 顶点 集 上 产生 的 置换 群 及 其 轮 
换 指 标 ; 

(2) 求 正四 面体 的 旋转 在 其 楼 集 上 产生 的 置换 群 及 其 轮换 指标 ; 

(3) 求 正 四 面体 的 旋转 在 其 面 集 上 产生 的 置换 群 及 其 轮换 指标 . 

5. 由 0,1,6,8,9 组 成 位 数 ,如 果 把 一 个 数 调转 过 来 读 得 到 另 一 个 数 , 则 称 
这 两 个 数 是 相等 的 , 例如 ,0168 与 8910,0890 与 0680 是 相等 的 , 问 不 相等 的 位 数 
有 多 少 个 ? 

6. 由 a,pb,c 三 种 颜色 的 6 颗 珠 子 处 成 的 圆 环 , 如 题 图 10.2 所 示 , 共 有 几 种 不 
同 的 方案 ? 

7, 已 给 出 两 个 7 色 的 球 、 两 个 5 色 的 际 , 把 它们 装 在 正六 面体 的 顶点 ,试问 
有 多 少 不 同 的 方案 ? 
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3 
题 图 10.1 征 图 10.2 


8. 把 4 个 球 a,a,65, 上 放 入 3 个 不 同 的 盒子 里 , 求 分 配方 案 数 . 若 不 允许 有 空 
盒 , 问 有 多 少 种 分 配方 案 ? 

9, 用 4 种 颜色 ( 红 , 黄 . 绿 、 蓝 ) 对 正四 面体 的 顶点 染色 , 求 染色 方案 数 , 若 要 
求 mlm = 0,1,2,3,4) 个 顶点 为 红色 , 求 染色 方案 数 . 

10.(1) 具有 六 个 顶点 和 七 条 边 的 不 同 构图 有 多 少 个 ? 

(2) 具有 六 个 顶点 和 六 条 边 的 不 同 构图 有 多 少 个 ? 

11. 有 英 、 法 , 德 , 俄 .日 ,西班牙 六 种 外 语 书 各 2 本 ,将 这 几 本 书 分 送 小 王 、 小 
张 两 人 ,使 每 人 得 6 本, 问 有 多 少 种 不 同 的 送 法 ? 

12. 将 4 个 球 放 入 3 个 合子 中 , 求 在 以 下 4 种 不 同情 形 下 的 分 放 方 式 数 ， 

(1) 球 和 盒子 均 有 编号 ; 

(2) 球 有 编号 , 盒子 无 编号 ; 

(3) 球 无 编号 , 盒子 有 编号 ; 

(4) 球 和 盒子 均 无 编号 . 

13. 设 141= n,B = 11,2,"…,m|,G 为 4 上 的 置换 群 ,在 群 作用 (G,B*) 之 
下 ,BB 中 满足 条 件 92f(a) = 上 & 的 映射 了 所 组 成 的 G 轨道 个 数 为 5,, 试 证 


Do = Pe{ Dr, Sl 2 。 


i=l i=1 1=1 
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名 词 索引 


B 

半 Euler 图 (semi-Euler graph) 
半 Hamilton 图 (semi-Hamilton graph) 
饱和 点 (saturated vertex) 

闭 包 (closure) 

闭 迹 (closed trail) 

闭 途 色 (closed walk) 

边 (edge) 

边 不 交 (edge-disjoint) 

边 导 出 子 图 (edge-induced graph) 
边 独立 集 (edge-independent set) 
边 获 盖 (edge-eovering) 

边 制 (edge-cut) 

边 集 (edge set) 

边 坚韧 度 (edge-toughness) 

边 空间 (edge space) 

边 连 通 度 (edge connectivity) 
边 色 数 {edge chromatic number) 
边 着 色 (edge coloring) 
并 图 (union) 

标号 图 (labelled graph) 

不 交 的 (disjoint) 

补 圈 (cocycle) 

补 圈 窍 阵 (cocycle matrix) 

补 圈 空 间 (cocycle space) 

补 圈 向 量 (cocycle vector) 
补 树 (cotree) 


3.3 
3,3 
4.2 
3.3 
1.4 
1.4 
1.2 
1.3 
1.3 
4.1 
4.1 
2.3 
1.2 
3.4 
9.1 
3.1 
6.1 
6,1 
1.3 
1.2 
1.3 
2,3 
9.2 
9,1 
9.1 
2.3 
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组 合 图 论 


补 图 (complement) 

C 

参考 点 (consult vertex) 
长 (length) 


常 系 数 线 狂 递 推 关系 (linear recurrence relation with 


constant coefficients) 
出 度 (out-degree) 
出 又 (out-arc) 
出 邻 域 Cout-neighbour) 
重 边 {fmultiple edge) 
重 怕 的 (overlapping) 
重 弧 (multiple arc) 
D 
代表 系 (representatives) 
导出 子 图 (induced subgraph) 
递 推 关系 (recurrence) 
顶点 出 (vertex-cut) 
定向 图 (oriented graph) 
度 (degree) 
独立 集 (independent set) 
端点 (end) 
对 称 群 (symmetrie group)》 
对 偶 图 (dual graph) 
E 
二 部 图 (bipartite graph) 
二 面体 群 (dihedral group) 
Fuler 图 (Euler graph) 
F 
非 饱 和 点 {unsaturated vertex) 
非 连 通 图 (disconnected graph) 
非 平凡 图 (notrivial graph) 
分 枝 (branch} 
G 


名 词素 引 


割 边 (cut edge) 

割 点 (cut vertex) 

根 (root) 

根 树 (rooted tree) 

孤立 点 (isolated)》 

关联 (incident) 

关联 函数 (incident function) 

关联 矩阵 {incident matrix) 

H 

Hamilton 回路 (Hamilton circuit) 
Hamilton 路 (Hamilton path) 

Hamilton 图 (Hamilton graph) 
孤 集 (arc set) 

环 (loop) 

回路 (cireuit) 

Huffman 树 (Huffman tree) 

J 

带 (trail) 

基本 补 圈 {basic cocycle) 
基本 补 轩 敌阵 (basic cocycle matrix) 
基本 关联 稚 阵 (basic incident matrix) 
基本 圈 (basic cycle) 

基本 轿 人 第 阵 (basic cycle matrix) 
基础 简单 图 (underiying simple graph) 
基础 图 (underiying graph) 

极 大 平面 图 (maximal planar graph》 
极 大 平 图 (maximal plane graph) 

极 大 外 平面 图 (maximal outerplanar graph) 
极 大 外 平 图 (maximal outerplane graph) 
极 大 元 较 图 (maximal] acyelic graph) 
奇 点 (odd vertex) 

家 分 枝 (odd component) 

极 小 边 割 (minimal edge-cut) 

极 小 连通 图 (minimal connected graph) 
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坚 彻 度 (toughness) 

坚 籼 集 (toughness vertex set) 
简单 图 (simple graph) 
简单 有 向 图 (simple digraph) 
交错 链 {alternating chain) 

交 图 (interseetion) 

阶 (order) 

节 (section) 
接触 点 (attachable vertex) 
竞赛 图 (tourmarmnent) 

K 

友 边 割 (k-edge cut) 

k 边 可 着 色 {k-edge eolorable) 
& 边 连通 图 {kk-edge connected graph) 
上 边 色 (k-edge chromatic) 

上 边 着 色 (k-edge coloring) 

上 部 图 (kk-partite graph) 

上 顶点 割 (K-vertex cut) 

此 独立 集 (k-independent set) 
上 可 基色 (k-colorable) 

上 连通 图 (k-connected graph) 
上 轮换 (k-cycle) 

上 面 可 着 色 (k-face colorable) 
& 面 着 色 (proper kface coloring) 
上 色 图 (k-chromatic graph) 

& 团 (k clique) 

上 着 色 (k-coloring) 

可 能 和 平面 (embeddable on a plane) 
空 图 (empty graph) 

块 (block) 

L 

拉 于 方 (latin square》 

链 (chain) 

连 杆 (link) 


3.4 
3.4 
1.2 
8,1 
4.2 
1.3 
1.2 
1.4 
7.3 
8,3 


2.3 
6.1 
3.1 
6.1 
6.1 
5.2 
3.1 
4.1 
6,2 
3.1 
10.1 
7.4 
7.4 
6.2 
4.1 
6.2 
了 .1 
1.3 
3.2 


4.4 
1.4 
1.2 


名 词 察 引 


连通 (connected) 
连通 度 (connectivity) 
连通 分 支 (connected component) 
连通 图 (connected graph) 
连 道 有 向 图 (connected digraph) 
邻接 矩阵 (adjacent matrix) 
邻 域 (neighbour) 

路 (path》 

轮换 型 号 (cycle type) 

轮换 指标 (cycle index) 

M 

面 (face) 

面色 数 {face chaormatic number) 
N 

内 部 点 (internal vertex) 

内 部 面 (interior face) 
内 积 (inner product) 

逆转 (inwversion) 

DO 

Pp 

配对 (mate) 

匹配 (matching) 
倾斜 的 (skew) 
平 几 图 (trivial graph) 
平面 嵌入 (planar embedding) 
平面 图 (planar graph) 
平 图 (plane graph) 

前 分 (subdivisiony) 

剂 分 图 (subdivision graph) 

Q 

起 点 (origin) 

齐 次 的 (horopgenous) 

强 连 通 (strongly connected) 


1.4 
3.1 
1.4 
1.4 
8.1 
9.2 
1.2 
9.1 
10.1 
10.1 


7.1 
7.4 


1.4 
7.1 
9.1 
1.4 


1.2 


4.2 
4.,1 
7.3 
1,3 
7.1 
7.1 
7.1 
3.2 
7.3 


1.4 
6.5 
8.1 


227 


228 


强 连 通 分 支 (strong component) 
圈 (cycle) 

全 单位 模 和 矩阵 {total unimodular matrix) 
圈 和 矩阵 {cycle matrix) 

图 空间 (cycle space) 

圈 向 量 (cycle vector) 

群 (group) 

R 

入 度 {in-degree) 

入 邻 域 (in-neighbour) 

S 

3 等 阶 (3-eqguivatent) 

三 角形 (miangle) 

色 数 {chromatic number) 

森林 (forest) 

收缩 边 (contract) 

树 (tree) 

四 色 定 理 (four-color theoremy) 
四 色 问 题 (four-ecolor problermn) 
生成 晴 数 (generating function) 
T 

特征 方程 (characteristic equation) 
特征 根 (characteristic root) 

同 构 (isomorphic) 

通 解 (general solution) 

头 (bead) 

图 (graph) 

途径 (walk) 

团 (clique) 

Ww 

外 部 面 (exterior face) 

外 平 图 (outerplane graph) 

外 平面 图 (outerplanar graph) 
完全 二 部 图 (complete bipartite graph) 


8.,1 
1.4 
9.4 
9.2 
9.1 
9.1 
10.1 


8.1 
8.3 


7.3 
1.4 
6,2 
2,1 
2,5 
2.1 
7.4 
7.4 
6.6 


6.5 
6.5 
1.2 
6,5 
2.6 
1,2 
1.4 
4.1 


7.1 
7.2 
7.2 
1.3 


名 词 农 引 


完全 此 部 图 (complete k-partite graph) 
完全 图 (complete graph) 

尾 (tail) 

围 长 (girth) 

稳定 子 群 (stabilizer) 

无 圈 图 (acyclic graph) 

无 限 图 (infinite graph) 

XX 

衔接 (concatenation) 
线性 递 推 关系 (linear recurrence relation) 
相 邻 (adjacent) 

相 异 代表 系 (system of distinct representatives》 
悬挂 点 (pendant vertex) 

悬挂 边 {pendant edge) 

循环 群 (cyclic group) 

Y 

有 限 图 (finite graph) 

有 向 半 Euler 图 (semi-Euler digraph) 

有 向 半 Harnilton 图 (serni-Hamilton digraph) 
有 向 Euler 闭 迹 (directed Fuler closed trail) 
有 向 Euler 迹 (direeted Euler trail) 

有 向 Euler 图 (Euler digraph) 

有 向 Hamilton 图 (Hamilton digraph) 

有 向 迹 ( directed trail) 

有 向 图 (digraph) 

有 向 途径 (directed walk} 

Z 

真子 图 (proper subgraph) 

增 广 链 (augment chain) 
正常 边 着 色 {proper edge coloring) 
正常 顶点 着 色 (proper vertex coloring) 
正则 图 (regular graph) 

秩 {rank) 

置换 (permutation) 
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230 组 合 图 论 


置换 群 (pemmutation group) 

指派 问题 (assignment problem) 

子 群 (subgraph) 

支撑 树 (spanmning tree) 
支撑 子 图 (spanning subgraph) 

支撑 子 图 空间 (spanning subgraph space) 
子 图 (subgraph) 

终点 (terminus》 

着 色 (coloring) 

最 大 边 独 立 集 (rmmaximum edge-independent set) 
最 大 出 度 (maxirnurn out-degree) 

最 大 度 (maximum degree) 

最 大 独立 集 (maximutm independent set) 
最 大 匹配 (maxirnumn matching) 
最 大 人 度 (maximurmn in-degree) 
最 短 链 (the shortest chain) 

最 小 边 窗 益 (minimum edge-covering) 
最 小 出 度 (minimum out-degree} 

最 小 度 (minimmm degree) 

最 小 徐 盖 (minimwm covering) 

最 小 入 度 (minimum in-degree) 


10.1 
4.3 
10.1 
2.2 
1.3 
9.1 
1.3 
1.4 
6.2 
4.1 
8.1 
1.2 
4.1 
4.2 
8.1 
1.4 
4.1 
8.1 
1.2 
4.1 
8.1 


